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Collapsing and inverse spectral problems

Takao Yamaguchi
University of Tsukuba

1. Introduction

Let ∆ be the Laplace-Beltrami operator on a compact Riemannian
manifold M , and

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,

be the set of eigenvalues of ∆ counted multiplicities with for instance
the Neumann problem if M has nonempty boundary. Let {φk} be
corresponding eigenfunctions forming a complete orthonormal system
of L2(M, µM), where µM = dV/vol(M) is the normalized Riemannian
measure.

We are concerned with inverse spectral problems which ask the influ-
ence of spectral data of ∆ on the the geometry of M . Our interest is to
reconstruct the manifold from certain spectral data. It is well known
that the spectrum {λk} is not sufficient for this purpose. There are sev-
eral formulations for the setting of spectral data to settle the problem.
A typical one is the boundary spectral data consisting of the spectrum
{λk} and the eigenfunctions {φk|∂M} restricted to the boundary ∂M
if it is not empty (see the monograph [5] for details). In this direc-
tion, Anderson, Katsuda, Kurylev, Lassas and Taylor [1] discussed the
stability of the inverse boundary spectral problem in a certain moduli
space of Riemannian manifolds with boundary such that no collapse
occurs there.

In this lecture, we adopt local data of the heat kernel as spectral
data, and consider inverse spectral problems in the moduli space M =
M(n, D) of n-dimensional closed Riemannian manifolds M whose sec-
tional curvatures and diameters satisfy

|sec(M)| ≤ 1, diam(M) ≤ D,

for any fixed n and D > 0. We discuss the uniqueness and the stability
of inverse spectral problems for spaces in the compactification of M
with respect to the measured Gromov-Hausdorff topology. This is a
recent joint work with Yaroslav Kurylev and Matti Lassas [7].

1
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2. Convergence of Laplacians

A (not necessarily continuous ) map ϕ : X → Y between compact
metric spaces is called an ǫ-approximation if

(1) |d(ϕ(x), ϕ(y)) − d(x, y)| < ǫ for any x, y ∈ X;
(2) ϕ(X) is ǫ-dense in Y .

The Gromov-Hausdorff distance dGH(X, Y ) is defined as the infimum
of those ǫ that there are ǫ-approximations from X to Y and from Y to
X. By the precompactness theorem due to Gromov, M is relatively
compact with respect to the Gromov-Hausdorff distance. So it is quite
natural to consider a sequence Mi ∈ M converging to a space X ∈ M.
The curvature bound implies dim X ≤ n. We say that Mi collapses to
X iff dim X ≤ n − 1

A basic problem in the theory of collapsing is to find geometric or
analytic relations between Mi and X for sufficiently large i.

Geometry of collapsing in M was studied by Fukaya, Cheeger-Gromov.
For instance, X is an orbi-space and there exists a (singular)fibration
from Mi to X ([3]).

Here we are concerned with the analysis of collapsing.
Let

∆M = − 1√
g
∂i(

√
ggij∂j)

be the Laplace-Beltrami operator acting on functions on M , and

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ,

the set of eigenvalues of ∆M (counted multiplicities). Fukaya studied
the convergence of the Laplacian in M. To recall his result, we need
to recall the convergence of measures.

Let µM = dV/vol(M) be the normalized Riemannian measure. MM
denotes the set of all (M, µM) with M ∈ M. It is known that MM is
relatively compact with respect to the measured G-H topology. Thus
passing to a subsequence, we may assume that (Mi, µMi

) converges
to (X, µ) wrt the measured G-H topology, where µ is a probability
measure on X. This means that for a measurable ǫi-approximation
map ϕi : Mi → X, (ǫi → 0), the pushforward measure (ϕi)∗(µMi

)
converges to µ (wrt.weak∗-topology).

Under the situation above, Fukaya ([4]) proved that ∆Mi
converges to

a self-adjoint operator ∆(X,µ) in L2(X, µ) in a sense of L2-convergence.
In particular λk(∆Mi

) converges to λk(∆(X,µ)) as i → ∞ for each k =
0, 1, 2, . . ..

2
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As a typical example, let us consider the torus T 2 = S1 × S1 =
{(eis, eit)} with metrics

gǫ = ds2 + ǫ2c(s)2dt2,

where c(s) is a positive smooth function on S1. When ǫ → 0, (T 2, gǫ, µ(T 2,gǫ))
converge to (S1, ds2, c(s)ds2) wrt the measured GH-topology. The
Laplacian of gǫ is written as

∆gǫ
= − 1

c(s)
∂s(c(s)∂s) − ǫ−2c(s)−2∂2

t .

As ǫ → 0, ∆gǫ
converges to the operator ∆c := − 1

c(s)
∂s(c(s)∂s) on S1,

and λk(T
2, gǫ) → λk(∆c) for each k = 0, 1, 2, . . ..

The limit operator ∆(X,µ) can be described in more detail. The
measure µ can be written as µ = ρµX , where µX is the normalized
Riemannian measure on the regular part Xreg of X. (Xreg has full
measure in X ).

Kasue ([6]) proved that the density function ρ is of class C1,α on
Xreg. The density function ρ can be described in terms of volumes of
orbits of some isometric seudogroup action. Extending classical result
on the smoothness of isometric actions due to Montogomery-Zippin[8]
and Calabi- Hartman[2], we can generalize Kasue’s result by showing
that ρ is of class C2

∗
on Xreg. Note C1,1 ( C2

∗
( C1,α. The limit

operator can be written as

∆(X,µ) =
−1

ρ
√

g
∂i

(

ρ
√

ggij∂j

)

.

3. Inverse spectral problems

So far we have discussed the direct problems. Now we come to the
inverse problems. Let (X, µ) be any element of the compactification
MM. We ask : Only from local spectral data of ∆(X,µ), can one
determine (X, µ) or approximately nearby (M, µM) ?

As local spectral data, we use the heat kernel H(X,µ)(x, y, t) of ∆(X,µ),
restricted to some domain. For any fixed open subset Ω ⊂ X, take a
countable dense set {zα} of Ω and a countable dense set {tℓ} of (0,∞).
We measure the point heat data on those countable points and times,
and consider the countable data, called point heat data:

PHD(Ω) := {H(X,µ)(zα, zβ, tℓ)}∞α,β,ℓ=1.

Our uniqueness result claims that the point heat data PHD(Ω) uniquely
determines the metric measure space (X, µ).

3
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To discuss stability, we have to fix any positive number r0, which
should be called an observation radius. Now we measure point heat
data on finitely many points in a metric ball of radius r0 at finitely
many times. We say that two pointed metric measure spaces (X, p, µ)
and (X ′, p′, µ′) in the compactification MM have δ-close PHD if and
only if there are δ-dense subsets {zα}N

α=1 and {z′α}N
α=1 of B(p, r0) and

B(p′, r0) respectively, together with a δ-dense time set {tℓ}T
ℓ=1 in (δ, δ−1)

such that
|H(X,µ)(zα, zβ, tℓ) − H(X′,µ′)(z

′

α, z′β, tℓ)| < δ.

Our stability result claims that if (X, p, µ) and (X ′, p′, µ′) in MM
have δ-close PHD, then the “pointed measured GH-distance” between
(X, p, µ) and (X ′, p′, µ′) is less than τ(δ), where τ(δ) is a function of δ
depending only on n, D and r0 such that limδ→∞ τ(δ) = 0.

Here we define the notion of pointed measured Gromov-Hausdorff
distance dpmGH((X, p, µ), (X ′, p′, µ′)) by generalizing the Prohorov met-
ric on the set of probability measures on a fixed space. This met-
ric provides a topology equivalent to the measured GH-topology, and
dpmGH((X, p, µ), (X ′, p′, µ′)) = 0 holds if and only if there is an isometry
f : X → X ′ sending p to p′ such that f∗(µ) = µ′.
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Tian の α 不変量と K 安定性

佐野友二（熊本大・理学部）

1 背景

本講演の主結果は尾高悠志氏との共同研究（[6]）によるものである．本講演の目的は，
Tian が導入した α 不変量とケーラー・アインシュタイン計量および K 安定性の関係

について微分幾何・代数幾何の視点から紹介することにある．

X を n 次元ファノ多様体とする．つまり，第 1 チャーン類 c1(X) を正定値と
する．ここで c1(X) を X のケーラー類とし，それを代表するケーラー形式 ω0 =√

−1
2π gij̄dz

i ∧ dz̄j ∈ c1(X) を固定する．ケーラー形式 ωϕ := ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕ ∈ c1(X) が

ケーラー・アインシュタイン（以下，KE）形式であるとは，リッチ形式 Ric(ωϕ) が
ωϕ に等しいことを言う．この条件は，モンジェ・アンペール方程式

det(gij̄ + ϕij̄)

det(gij̄)
= exp(h0 − ϕ) (1)

の解の存在に帰着される．h0 ∈ C∞
R (X) を

Ric(ω0) − ω0 =

√
−1

2π
∂∂̄h0,

∫

M

e
h0ω

n
0 =

∫

M

ω
n
0

で定義される関数とする．方程式 (1) は，連続法より次の方程式の t = 1 における解
の存在に帰着される．

det(gij̄ + (ϕt)ij̄)

det(gij̄)
= exp(hg − tϕt), t ∈ [0, 1]. (2)

(2) の解空間
T := {t ∈ [0, 1] | (2) is solvable at t}

は常に空でない開集合であることが分かる．よって，t = 1 での解の存在は T が閉集

合であるか否かに帰着される．さらに，Yau のアプリオリ評価により ϕt の C0 評価

に帰着される．Tian は ϕt の C0 評価を得るために次の不変量を導入した．

定義 1.1 ([9]) G ⊂ Aut(X) を X の正則自己同型群 Aut(X) のコンパクト部分群と
する．

αG(X) := sup{α ∈ R>0 |
∫

X

e
−αψ

ω
n
0 < ∃Cα, ∀ψ ∈ PG(X,ω0)}. (3)

ただし

PG(X,ω0) := {ψ ∈ C
2
R(X) | ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ψ > 0, supψ = 0, ψ : G-invariant}

とする．Cα は α（および ω0, G）のみ依存する定数とする．

αG(X) は ω の取り方に依らない不変量であり，αG(X) > 0 が成り立つ．G が自明な
とき，単に α(X) と書く．

定理 1.2 ([9]) αG(X) > n
n+1 ならば，（(2) の解が t ∈ [0, 1) で存在すれば）‖ϕt‖C0 ≤

C が成り立つ．C は t に依存しない定数とする．特に X は G-不変な KE 計量を

持つ．
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[9] の証明より，α(X) > n
n+1 ならば KE 計量の空間がコンパクトであることが分

かる．このことより，次のことが示される．

系 1.3 α(X) > n
n+1 ならば Aut(X) は有限群である．

定理 1.2 は，2 次元，3 次元の場合をはじめ，多くの KE 多様体の具体例を与え
た．その 1 つの理由に，X の対称性が高い場合に αG(X) の値を大きくすることがで
きるからである．もう 1 つの理由は，αG(X) は代数幾何において対応する不変量と
して知られており，代数的に具体的に計算されていることにある（cf. [2]）．
一方で，最近の結果によりファノ多様体上の KE 計量の存在性が X を偏極多様体

と見たときの多様体の安定性と対応していることが示された．

定理 1.4 (Chen-Donaldson-Sun, Tian) 偏極多様体 (X,O(−KX)) が KE 計量を

持つことと K 準安定であることは同値である．

O(−KX) を反標準因子 −KX から定まる直線束とする．ここでは直線束と可逆層を

同一視している．

定理 1.2, 1.4 および系 1.3 を合わせると次のことが分かる．

系 1.5 α(X) > n
n+1 ならば (X,O(−KX)) は K 安定である．

前述した α(X)の代数的対応物に置き換えることで系 1.5を代数幾何の言葉で述べ
ることができる．この結果に代数的な証明を与えたことが本講演の主結果である．正

確な主張は定義を含めて次の章で説明する．

2 定義および主結果

まず，α(X) の代数的対応物について説明する．簡単のために X を非特異なファノ多

様体とする1．D =
∑

diDi を有効 Q-因子とする．つまり di ∈ Q≥0 かつ Di を余次

元 1 の閉概型とする．組 (X,D) に対して，次の条件を満たす特異解消 π : X ′ → X

を考える．






• π は固有な双有理射．
• X ′ は非特異．
• π∗D + E は単純正規交叉因子である．

ただし E を π の例外因子とする．X 上の因子 D が単純正規交叉因子であるとは，各

規約成分が非特異かつ各点での局所定義方程式が zi1 · · · zik = 0（(z1, . . . , zn)を X の

局所座標とする）で書けるときを言う．このような特異点解消 π : X ′ → X を (X,D)
のログ特異点解消と呼び，(X,D) をログ対と呼ぶ．ログ特異点解消は D の特異点を

含めて特異点解消するため X が非特異でも自明ではないことに注意する．KX′ を X ′

の標準因子とし，π∗(KX +D) との差を考える．

KX′ − π
∗(KX +D) =

∑

aiEi.

ただし Ei は π の例外集合および D の固有変換 π−1
∗ D の台に台を持つ X ′ 上のすべ

ての素因子とする．ai ∈ Q をログ食い違い係数と呼ぶ．これは π の取り方に依らな

い．ai を用いて (X,D) の特異点を定義する．(X,D) がログ標準的（log canonical，
以下 lc）であるとは，すべての ai が −1 以上であるときを言う．

1本稿の主結果は，X が Q-ファノ多様体でも成り立つ．
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定義 2.1
lct(X,D) := sup{c ∈ Q>0 | (X,D) : lc}, (4)

lct(X) := inf
m∈Z>0

inf
D≡Q−mKX

lct(X,
1

m
D). (5)

lct(X,D)をログ標準閾値，lct(X)を大域的ログ標準閾値と呼ぶ．ただし D ≡Q −mKX

は D と −mKX が Q 上で数値的同値であることを意味する．

一般に lct(X,D) を求めることは簡単ではないが，次のような簡単な状況で lct(X,D)
を考えてみる．X を非特異，D =

∑

diDi を単純正規交叉因子とする．このとき，ロ

グ特異点解消 π は恒等写像になるので，lct(X,D) = min{ 1
di
} となる．一般には

lct(X,D) = min
Ei

{

1 + ordEi
(KX′/X)

ordEi
(D)

}

となる．KX′/X は KX′ − π∗KX と線形同値な因子とする．ordE(D) は（スキーム論
の意味での）逆像 π−1(D) に含まれる E の係数とする．π がログ特異点解消でない

ときには

lct(X,D) ≤ min
Ei

{

1 + ordEi
(KX′/X)

ordEi
(D)

}

(6)

となる2．

次の結果は lct(X) が α(X) の代数的対応物であることを保証している．

定理 2.2 ([2], Appendix) X が非特異なファノ多様体のとき

α(X) = lct(X)

が成り立つ．

上の定理の証明を簡単に振り返る．因子 D が局所的に正則関数の零点集合 (σ = 0)
で表されているとする．このとき ϕD := log |σ|2 とおくと多重劣調和関数になる．ϕD
が誘導する乗数イデアル層 I(ϕD) を

Γ(U, I(ϕD)) = {f ∈ O(U) |
∫

U

|f |2e−ϕDdµ <∞}.

で定義すると，すべてのログ食い違い係数 ai が −1より大きいこと3と，I(ϕD) = OX

であることが同値である．よって

lct(X,D) = sup{c > 0 | e−cϕD ∈ L
1
loc}

が成り立つ．この議論と近似定理を用いることで定理 2.2 が示される．
G が自明ではない場合には，次の不変量が αG(X) と等しい．

lctG(X) := inf
m∈Z>0

inf
Σ

lct(X,
1

m
Σ).

ただし，Σ は完備線形系 | −mKX | の G-不変な部分線形系とする．また 組 (X,Σ) が
lc であるとは，次を満たす特異点解消 π : X ′ → X が存在することとする．

2実際のところ，定理 2.4，特に補題 3.5 では，lct(X, D) というよりも (6) の右辺を評価することで
証明が行なわれている．

3このときの (X, D) の特異点を Kawamata log terminal と呼ぶ．
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• π∗Σ = F + Σ′, ∃F : 有効因子, ∃Σ′ ⊂ |π∗(−mKX) − F |
• Σ′: 自由
• F + E: 単純正規交叉因子
• KX′ − π∗(KX + F ) =

∑

aiEi +D に対して，ai ≥ −1 for ∀i が成り立つ．
ただし，D を non-exceptional part とする．

次に，K 安定性について説明する（cf. [3], [10]）．X をファノ多様体，L = O(−KX)
とする．(X,L) の Gm-同変な平坦な変形族 (X ,L) が次の条件を満たすとき，(X ,L)
を (X,L) の指数 r のテスト配位と呼ぶ．















• (X ,L) に Gm(= C×) が作用している．
• π : X → A1(= C) が固有かつ平坦，かつ Gm-同変．
• L: X 上の Gm-同変な相対的に豊富な直線束．
• π−1(A1\{0}) ≃ (X,L⊗r) × (A1\{0}).

X が X ×A1 （Gm-作用は考えない）と同型のとき，直積テスト配位と呼ぶ．X の正
規化 X̂ が X × A1 （Gm-作用は自明）と同型のとき，(X ,L) を自明なテスト配位と
呼ぶ．

Gm-作用は X の中心ファイバーを保つので，各 K ∈ Z>0 に対して有限次元ベ

クトル空間 H0(X0,L⊗K |X0
) にも作用する．その作用の全ウエイトを w(Kr) と

おき，P (Kr) := dimH0(X0,L⊗K |X0
) とする．π が平坦であることから，後者は

dimH0(X,L⊗Kr) に等しい．k := Kr とし，Gm の H0(X0,L⊗K |X0
) への作用が SL

作用になるように正規化された全ウエイトを w̃r,k とおくと，

w̃r,k = w(k)rP (r) − w(r)kP (k)

が成り立つ．Riemann-Roch の定理およびその同変版を用いることで，w̃r,k は k に関

して漸近展開

w̃r,k =

n+1
∑

i=0

ei(r)k
i
, k ≫ 0

を持つことが分かる．特に en+1(r) は X を P(H0(X,Lr)∗) に埋め込んだときのチャ
ウ・ウェイトに（正の定数倍を除き）等しい．さらに ei(r) も r に関する漸近展開を

持ち，特に

en+1(r) = en+1,nr
n + · · ·

となる．w̃r,k の正規化より，en+1,n+1 = 0 になることに注意する．en+1,n をテスト配

位 (X ,L) の Donaldson-二木不変量と呼ぶ．

定義 2.3 (X,L) が K 半安定であるとは，すべてのテスト配位に対して en+1,n ≥ 0
が成り立つときを言う．(X,L) が K 安定であるとは，すべての自明ではないテスト

配位に対して en+1,n > 0 が成り立つときを言う．(X,L) が K 準安定であるとは，K

半安定かつ “en+1,n = 0 ならば (X ,L) が直積テスト配位と同型” が成り立つときを

言う．

G が自明な場合，定理 1.2 の代数版を次のように述べることが出来る．

定理 2.4 ([6]) X を n 次元ファノ多様体とする．lct(X) > n
n+1 (resp. ≥ n

n+1) のと
き，(X,O(−KX)) は K 安定（resp. K 半安定）である．さらに lct(X) > n

n+1 なら

ば Aut(X) は有限である．

G が自明ではない場合には（部分的ではあるが）次の結果が得られる．
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定理 2.5 ([6]) X を n 次元ファノ多様体とする．lctG(X) > n
n+1 (resp. ≥ n

n+1) を満
たす連結な可解部分群 G ⊂ Aut(X) が存在するとき，(X,O(−KX)) は K 安定（resp.

K 半安定）である．特に lctG(X) > n
n+1 ならば， G は自明である．

系 2.6 ([6]) lctG(X) > n
n+1 を満たす連結なコンパクト部分群 G ⊂ Aut(X) が存在

するとき，Aut(X) は半単純である．

例 2.7 X を（Batyrev-Selivanova [1] の意味で）対称なトーリックファノ多様体とす

ると，αG(X) = 1 となるコンパクト群 G が存在するが，Aut(X) は半単純ではない．
この例では G が連結ではないことに注意する．

例 2.8 Γ ⊂ SO(3) ⊂ PSL(2,C) を 20 面体群とする．X を SL(2,C)/Γ をコンパ
クト化して得られる 3 次元ファノ多様体とする4．このとき G = SO(3) とおくと
αG(X) = 5

6 であり（[4]），Aut(X) = PGL(2,C) になる．

3 証明の流れ

証明のポイントは 2 つある．1 つは，テスト配位の簡易化とそれに対するDonaldson-
二木不変量の計算である5．2 つめは，lct(X) による Seshadri 定数の評価である．
まず，テスト配位の簡易化について説明する．一般に，任意のテスト配位に対して

Donaldson-二木不変量を評価することは簡単ではない．そこで，ブローアップを用い
て構成されるテスト配位について考える．X 上の連接イデアル層の列 I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂
IN−1 ⊂ OX (N ≥ 1) に対して，X × A1 上の連接イデアル層

J := I0 + tI1 + · · · + t
N−1

IN−1 + (tN ) ⊂ OX×A1

を定義する．J は X ×A1 の中心ファイバーに台を持つことに注意する．B を X ×A1

を J に沿ってブローアップしたものとする．L(r) を B → X × A1 → X による

X 上の直線束 Lr の引き戻しで得られる B 上の直線束とする．E をブローアップ
Π : B → X × A1 の例外因子とする．r が十分大きければ，L(r)(−E) は相対的に豊富
になり，(B,L(r)(−E)) は (X,L) の指数 r のテスト配位を定める．これは [7] で導入
された多様体のスロープ安定性を定義する際に用いられるテスト配位の拡張である6．

L(r)(−E) の豊富性は次の量を用いて計られる．

Sesh(J) := sup{c ∈ Q>0 | Π∗OX×A1(−KX×A1)(−cE) : ample}.

これを (X ×A1,OX×A1(−KX×A1)) に対する J の Seshadri 定数と呼ぶ．ここで，テ
スト配位の偏極 L の豊富性を緩めて，テスト配位の定義を拡張する．L が半豊富（i.e.
|nL|が自由になるような nが存在する）のとき，H0(X0,L⊗K |X0

)を H0(X0,L⊗K |X0

)/tH0(X0,L⊗K |X0
) に置き換えることで，同様に Donaldson-二木不変量を定義す

ることが出来る．半豊富な偏極を持つテスト配位を半テスト配位と呼ぶ．定義より

(B,L(r)(−E)) が半テスト配位ならば

1

r
≤ Sesh(J)

が成り立つ．[8] の議論を精密化することで次の結果が得られる．

4Mukai-Umemura 3-fold と呼ばれている多様体であり，KE 計量を持つ．cf. [10]．
5これは尾高氏の結果によるものである．
6N = 1 のときが [7] で用いられたテスト配位 (degeneration to the normal cone) に相当する．
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命題 3.1 ([5]) (X,L) が K 安定であることと，(B,L(r)(−E)) が半テスト配位にな
るようなすべての J , r に対して，(B,L(r)(−E)) の Donaldson-二木不変量が正であ

ることは同値である．

この命題により，(B,L(r)(−E)) の Donaldson-二木不変量を計算出来れば，K 安
定性を判定することが出来る．

定理 3.2 ([5]) (B,L(r)(−E)) の Donaldson-二木不変量は（正の定数倍を除き）次の

交点数と等しい．

−((L(r) − E)n.L(r)) + ((L(r) − E)n.((n+ 1)rKB/(X×A1) − nE)) (7)

ただし，上の交点数は (B,L(r)(−E)) の自然なコンパクト化の上で定義されていると
する．

次の補題は (7) の第 1 項が（lct(X) の条件に関わらず）常に非負であることを示
している．

補題 3.3 (B,L(r)(−E)) が半テスト配位になるようなすべての J , r に対して

−((L(r) − E)n.L(r)) ≥ 0

が成り立つ．等号成立は dimSupp(OX×A1/J) = 0 のときに限る．

L(r)−E が B の中心ファイバーにおいてネフであること，(n+1)rKB/(X×A1)−nE
が B の中心ファイバーで台を持つ零でない有効因子であることに注意すると次のこと
が分かる．

補題 3.4 (B,L(r)(−E)) が半テスト配位になるような任意の J , r に対して

(

n+ 1

n

)

KB/(X×C) − Sesh(J)E > εE (8)

を満たす ε > 0 が存在するならば，

((L(r) − E)n.((n+ 1)rKB/(X×A1) − nE)) > 0

が成り立つ．

上の 2 つの補題より，(X,L) が K 安定であることを示すには (8) を満たすよう
に Seshadri 定数を上から評価すれば良い．それは次のように lct(X) の下限を用いて
評価される．

補題 3.5

KB/X×A1 =
∑

aiEi (9)

Π∗(X × {0}) = Π−1
∗ (X × {0}) +

∑

biEi

Π−1
J = OB(−

∑

ciEi)

とおく7．このとき lct(X) > n
n+1 ならば

Sesh(J) <
n+ 1

n
min

{

ai − bi + 1

ci

}

(10)

が成り立つ．

7ai は X × A1 の食い違い係数である．

10



簡単な場合に上の補題を確かめてみる．D =
∑

diDi, di ∈ Z>0 とし，D に対応する

連接イデアル層を ID とおく．J = ID+(t) の場合を考える．c < Sesh(ID) を満たす c

に対して，定義より −KX−cD は豊富になる．よって，D′ ≡ −KX かつ D′ = cD+F
（F：有効因子）を満たす D′ が存在する．lct(X,D) = min{ 1

di
} ≤ 1 であることに注

意すると
1

c
≥ 1

c
lct(X,D) ≥ lct(X,D′) ≥ lct(X)

を満たす．よって Sesh(ID) ≤ 1
lct(X) <

n+1
n
が成り立つ．一方で，ai = ci = di, bi = 1

より (10) の右辺は n+1
n
に等しい．

(9) と (10) を代入することで (8) が得られ，定理 2.4 が従う．G が自明でない場
合にもほぼ同じように示される．

4 α(X) = n

n+1 のとき

X を非特異なファノ多様体とし，lct(X) = n
n+1 とする．定理 2.4より (X,O(−KX))は

K 半安定である．今 (X,O(−KX))がK 安定ではないと仮定する．つまり，Donaldson-
二木不変量が 0 になる半テスト配位 (B,L(r)(−E)) が存在するとする．(7) の第 1, 2
項はともに非負であるから

((L(r) − E)n.L(r)) = 0

が成り立つ．補題 3.3より dimSupp(OX×A1/J) = 0が成り立つ．つまり，Bは X×A1

を中心ファイバー上の 0 次元の台を持つ部分概型 VJ に沿ったブローアップに限定さ

れる．これは非常に限られた状況と言える．

一方で，微分幾何的視点から考えたとき，α(X) = n
n+1 のときに起こりうる状況

は（今のところ）代数幾何的視点から考えたときのように限定されていない．実際に

α(X) = n
n+1 のときに X が KE 計量を持つか否かはオープンな問題である8．
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混合フロベニウス構造と局所グロモフ・ウィッテン不変量

三鍋 聡司 (東京電機大学工学部)

1. Introduction

フロベニウス多様体とは, 平坦な計量を持つ多様体であって, 各点の接空間が可換な結合代

数の構造を持ち, さらにその代数構造と平坦計量が様々な整合性の公理を満たすものである.

これは 2次元の位相的場の理論の族を記述する幾何構造として Dubrovin [2] によって定式化

されたもので, 代表的な例としては,

(A) シンプレクティック多様体の量子コホモロジー ([2]),

(B) カラビ・ヤウ多様体の複素構造の (拡大)モジュライ空間 ([1]),

(LG) 孤立特異点の普遍開折の底空間 ([6]),

などがある. この 3種類の例はいずれもミラー対称性の研究において重要であり, カラビ・ヤ

ウ多様体のミラー対称性は (A)型と (B)型のフロベニウス多様体の同型として, またファノ多

様体のミラー対称性は (A)型と (LG)型のフロベニウス多様体の同型として定式化できる. 詳

しくは [7], 並びにそこに挙げられている文献を参照されたい.

本講演では, フロベニウス多様体の一般化である混合フロベニウス多様体について紹介す

る. これは [4]で導入されたもので, 局所カラビ・ヤウ多様体と呼ばれる非コンパクトなカラ

ビ・ヤウ多様体1のミラー対称性 (局所ミラー対称性)の定式化において自然に現れると期待さ

れる構造である. 混合フロベニウス多様体は, 各点の接空間が代数構造を持つという点ではフ

ロベニウス多様体と同じだが, 平坦計量が接空間全体では定義されず, 各接空間に指定された

イデアルの飽和フィルターの逐次商 (graded quotient)にのみ存在する点で, フロベニウス多

様体とは異なるものである2. [4]の主結果は, 局所カラビ・ヤウ多様体の量子コホモロジー上

の混合フロベニウス構造の構成であったが, その後, カラビ・ヤウとは限らないより一般的な

状況で, 局所グロモフ・ウィッテン不変量を用いて混合フロベニウス構造が得られることが分

かった [5]. 講演では, これらの結果について説明したい.

用語と記号. 本稿では, 代数と言えば C上有限次元で単位元を持つ可換で結合的な代数を

指し, 多様体は複素多様体を意味するものとする. 多様体M の正則接ベクトル束を TM と表

し, x ∈ TM と書けば, xはM のある開集合上の正則ベクトル場であるという意味である. 正

則ベクトル束の切断に対しても同様の記法を用いる.

2. 混合フロベニウス構造

2.1. フロベニウス構造. 代数 Aと非退化対称双線形形式 〈 , 〉 : A×A→ Cの組で, 条件

〈x ◦ y, z〉 = 〈x, y ◦ z〉

1典型例はファノ多様体の標準直線束の全空間である.
2フロベニウス構造を偏極ホッジ構造に喩えると, 混合フロベニウス構造は偏極混合ホッジ構造に対応する.
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を満たすものをフロベニウス代数と呼ぶ. ここで, ◦は代数 Aの積構造を表す.

定義 2.1 (Dubrovin). 多様体M 上のフロベニウス構造とは, 点 t ∈M に正則に依存する TtM

上のフロベニウス代数の構造 (At, 〈 , 〉t)と, オイラー場と呼ばれるM 上のベクトル場 Eの組

で, レビ・チビタ接続∇が平坦であり, 次の条件を満たすもののことである.

(i) 〈 , 〉のレビ・チビタ接続∇は平坦で,積に関する単位元 eは∇e = 0を満たす.

(ii) c(x, y, z) := 〈x◦y, z〉で定まる 3階テンソル cの共変微分∇cは∇wc(x, y, z) = ∇zc(x, y, w)

を満たす.

(iii) オイラー場 E に対して∇∇E = 0と次の 2条件が成り立つ.

[E, x ◦ y] − [E, x] ◦ y − x ◦ [E, y] = x ◦ y ,

E〈x, y〉 − 〈[E, x], y〉 − 〈x, [E, y]〉 = (2 −D)〈x, y〉 , (x, y ∈ TM) .

ここで, D ∈ Cはある定数で, これをフロベニウス構造のチャージという.

フロベニウス構造が与えられた多様体をフロベニウス多様体という. X を非特異射影多

様体 (より一般にコンパクト・シンプレクティック多様体でもよい)とし, そのコホモロジー

H∗(X,C)にX のグロモフ・ウィッテン不変量から定まる量子カップ積 ◦tを入れた量子コホモ

ロジー環QH∗(X)を考える. このとき, QH∗(X)と交差形式 〈α, β〉 =
∫

X
α ∪ β の組はフロベ

ニウス代数である. さらに量子コホモロジー環QH∗(X) = M を多様体とみると, M はチャー

ジが dimC M のフロベニウス多様体となることが知られている.

2.2. 混合フロベニウス構造. 最初にフロベニウス代数の構造を次のように一般化する.

定義 2.2. (i) 代数 Aのフロベニウス・イデアルとは, Aのイデアル I と非退化対称双線形形

式 ( , ) : I × I → Cの組で, 条件

(x, a ◦ y) = (a ◦ x, y) , (x, y ∈ I, a ∈ A)

を満たすものである.

(ii) 代数 A上のフロベニウス・フィルトレーションとは, Aのイデアルの飽和列

I• : 0 ⊂ · · · ⊂ Ik ⊂ Ik+1 ⊂ · · · ⊂ A

と Ik/Ik−1 上の非退化対称双線形形式 ( , )k の組で, 全ての k について (Ik/Ik−1, ( , )k)が

A/Ik−1 のフロベニウス・イデアルとなるものである.

定義 2.3. 多様体M 上の混合フロベニウス構造とは,

• 捩率ゼロで平坦なアフィン接続∇,

• オイラー場と呼ばれる∇∇E = 0を満たすM 上のベクトル場 E,

• 単位元 eが∇平坦となるような TtM の積構造 ◦ ,

• TtM の∇と [E, ∗]に関して閉じた部分束によるフロベニウス・フィルトレーション,

の組で,次の条件を満たすものである. 以下では, πk : TM → TM/Ik−1は射影, ◦k はTM/Ik−1

に誘導される積, [E, ∗]k と ∇(k) はそれぞれ TM/Ik−1に [E, ∗]と∇から誘導される導分と接
続を表す.

(i) z(x, y)k = (∇(k)
z x, y)k + (x,∇(k)

z y)k (x, y ∈ Ik/Ik−1, z ∈ TM) .
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(ii) ck(x, y, z) := (x, πk(z)◦ky)kで定まるベクトル束の準同型 ck : Ik/Ik−1⊗Ik/Ik−1⊗TM →
OM は次を満たす:

(∇(k)
w ck)(x, y, z) = (∇(k)

z ck)(x, y, w) (x, y ∈ Ik/Ik−1, z, w ∈ TM) .

(iii) オイラー場 E に関して次の 2式が成り立つ.

[E, x ◦k πk(z)]k − x ◦k πk([E, z]) − [E, x]k ◦k πk(z) = x ◦k πk(z) ,

E(x, y)k − ([E, x]k, y)k − (x, [E, y]k)k = (2 −Dk)(x, y)k , (x, y, z ∈ Ik/Ik−1) .

ここで, Dk ∈ Cはある定数で, これをフィルター Ik のチャージという.

混合フロベニウス構造が与えられた多様体を混合フロベニウス多様体という.

2.3. 冪零商構成. 冪零元をもつフロベニウス多様体から, 混合フロベニウス多様体を構成する

ことができる. まず代数のレベルでは, 冪零元をもつフロベニウス代数上に, フロベニウス・

フィルトレーションが自然に定まる.

命題 2.4. (A, 〈 , 〉)をフロベニウス代数, n ∈ Aを冪零元とする.

(1) k ≥ 0 に対し, Ik := (n) + Ker(nk◦ ) とし, Ik/Ik−1 上の双線形形式を (x, y)k :=

〈x̃ ◦ ỹ, nk−1〉 と定めると, これらはA上のフロベニウス・フィルトレーションとなる.

ここで, (n)は nが生成する Aのイデアル, x̃, ỹ は x, y ∈ Ik/Ik−1 の Ker(nk◦ )への

持ち上げである.

(2) このとき, A/(n) 上にもフロベニウス・フィルトレーションが誘導される3.

これを一般化して, 多様体のレベルでは次が示せる.

定理 2.5. ( ◦ , 〈 , 〉, E)を多様体M 上のチャージDのフロベニウス構造で, M 上の冪零ベク

トル場 nが [E, n] = 0, ∇(n ◦ ∗) = n ◦ (∇∗ )を満たすとする. このとき nによって

(1) M 上にフィルター IkのチャージがD+1−kの混合フロベニウス構造がひとつ定まる.

(2) さらに, TM ′ ⊕ (n) = TM を満たす部分多様体M ′上にも, M と同じチャージの混合

フロベニウス構造が誘導される.

この混合フロベニウス構造の構成法を冪零商構成と呼ぶことにする.

3. 局所グロモフ・ウィッテン不変量を用いた混合フロベニウス構造の構成

3.1. 設定. X を複素 N 次元の非特異射影多様体, L → X を条件

(i) c1(L)N 6= 0,

(ii) 任意の有効曲線 C ⊂ X に対して,
∫

C
c1(L) < 0,

を満たす正則直線束とする. X のコホモロジーの偶数次部分をHeven(X,C) とし, 基底を

(3.1) φ0 = 1, φ1, . . . , φJ , φJ+1, . . . , φK ,

とする. ここで, φ1, . . . , φJ は H2(X,C)の基底である. これに付随した Heven(X,C)の座標

を t0, . . . , tK とする. また, 交差形式に関する上の基底の双対基底を φ∨i (0 ≤ i ≤ K)と表す.

3A がフロベニウス代数であったとしても, その商 A/(n) はフロベニウス代数の構造を持つとは限らないことに

注意.
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3.2. フィルトレーション. Heven(X,C)上のフィルトレーション I• を次のように定義する.

Ik = 0 (k ≤ 0) ,

I1 = {φ ∪ c1(L) | φ ∈ H
even(X,C)} ,

Ik = {φ ∈ H
even(X,C) | c1(L)k−1 ∪ φ = 0} + I1 (k ≥ 2) .

(3.2)

また, 逐次商 Ik/Ik−1 上の双線形形式 ( , )k を次のように定義する:

(c1(L) ∪ φ, c1(L) ∪ ψ)1 =

∫

X

c1(L) ∪ φ ∪ ψ ,

([φ], [ψ])k = (−1)k−2

∫

X

c1(L)k−2 ∪ φ ∪ ψ (k ≥ 2) .

(3.3)

補題 3.1. 上で定義した (I•, ( , )•)は, カップ積に関して Heven(X,C)上のフロベニウス・

フィルトレーションである.

Proof. V = P(L ⊕OX)を L → X の全空間の射影コンパクト化とする. V の無限遠因子に対

応するコホモロジー類を n ∈ H2(V,C)とすると, Heven(V,C)/(n) = Heven(X,C). これに命

題 2.4の冪零商構成を適用すれば, 上で定義した (I•, ( , )•)が得られる. �

3.3. 局所量子カップ積. 直線束L → Xの局所グロモフ・ウィッテン不変量を用いて, Heven(X,C)

上に積を定義する. やや技術的な条件として, L → X の全空間の射影コンパクト化 V =

P(L⊕OX)の量子コホモロジーの積構造の構造定数が収束すると仮定する. この仮定は, 例え

ば L → X が射影的なトーリック多様体上の同変直線束であれば満たされる ([3]).

M0,m(X,β)を, 種数 0の m点付き曲線から X への, 次数 β ∈ H2(X,Z)の安定写像のモ

ジュライ空間, evi : M0,m(X,β) → X を i 番目の標点での代入写像, µ : M0,m+1(X,β) →
M0,m(X, β) を忘却写像とする. このとき, L → X の局所グロモフ・ウィッテン・ポテンシャ

ルを

(3.4) Φqu(t) =
∑

β∈H2(X,Z),
β 6=0

∞
∑

m=0

1

m!

∫

[M0,m(X,β)]vir

m
∏

i=1

ev
∗
i t ∪ e(R1

µ∗ev
∗
m+1L) ,

と定義する. ここで, t =
∑K

i=0 t
iφiとおいた. これは, L → X の局所グロモフ・ウィッテン不

変量の生成関数である.

定義 3.2. Heven(X,C)上の積 ◦を

(3.5) φi ◦ φj = φi ∪ φj +
K

∑

k=0

∂3Φqu

∂ti∂tj∂tk
c1(L) ∪ φ∨k .

によって定義する. これを L → X から定まる局所量子カップ積という.

補題 3.3. (3.2) および (3.3) で定義された (I•, ( , )•) は, 局所量子カップ積 ◦ に関しても
Heven(X,C)上のフロベニウス・フィルトレーションである.

Proof. 射影束 V = P(L ⊕ OX)の量子コホモロジー QHeven(V,C)に対して, 補題 3.1の証明

と同様の冪零商構成を適用する.その際, V のグロモフ・ウィッテン不変量と L → X の局所グ

ロモフ・ウィッテン不変量の比較を行う. そこで L → X に関する仮定
∫

C
c1(L) < 0 が用いら

れる. 詳細は [5]を参照. �
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3.4. 主結果. 以下, M = Heven(X,C)を多様体とみなす. 標準的な同型

p : Heven(X,C)
∼→ TtM , p(φi) =

∂

∂ti
,

によって, 積 ◦ (3.5), フィルトレーション I• (3.2), および双線形形式 ( , )• (3.3) が TtM 上

に誘導される. M 上のベクトル場 E を次のように定義する:

(3.6) E =
K

∑

i=0

(

1 − deg φi

2

)

t
i ∂

∂ti
+

J
∑

i=1

ξi
∂

∂ti
.

ここで, ξi ∈ Zは c1(L) + c1(X)を H2(X,C)の基底 φ1, . . . , φJ で表したときの φi の係数で

ある:

(3.7) c1(L) + c1(X) =
J

∑

i=1

ξiφi .

このとき, 次が我々の主定理である.

定理 3.4 ([5]). dを TM の自明接続とするとき, (d,E, ◦, I•, ( , )•) は, M = Heven(X,C)上

に, フィルター Ik のチャージがDk = N + 2 − kの混合フロベニウス構造を定める.

Proof. 射影束 V = P(L⊕OX)の量子コホモロジーQHeven(V,C) 上のフロベニウス構造に対

して, 定理 2.5の冪零商構成を適用することによって得られる. �

この定理で c1(X) + c1(L) = 0の場合が, 局所カラビ・ヤウ多様体の場合 ([4])にあたる.

3.5. 付記: 積構造の半単純性について. グロモフ・ウィッテン不変量から定まる量子カップ積

が半単純か否かは重要な問題である4. 例えば, 複素射影空間の量子カップ積は半単純である.

一方, カラビ・ヤウ多様体の場合には, 量子カップ積は冪零元を持ち, 半単純ではない. この問

題を局所グロモフ・ウィッテン不変量から定まる局所量子カップ積 (定義 3.2)について考える

と, c1(X) + c1(L) ≤ 0の場合, 局所量子カップ積は冪零元を持ち, 半単純ではないことが分か

る. 一方, c1(X) + c1(L) > 0の場合には半単純となる例がある. 半単純な局所量子カップ積の

構造を詳しく調べることは興味深い問題だと思われる.
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3

(X,OX) M OX . U ⊂ X M(U)

OX(U) .T p(M(U)) ≡ ⊗p M(U) T (M(U)) ≡ ⊕
p T

p(M(U))
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⊕

r≥0 S
r(G) G .

G
OX . r Sr(G)

S(G) S0(G) r Sr(G)
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Ui Ui = SpecC[z1(i), . . . , ẑ
i
(i), . . . , z

N+1
(i) ] ∼= AN .

ξ(i) = [ξ1(i) : ξ
2
(i)] ∈ P1 = A1∪{∞} π−1

PN (Ui∩Ul) ξ(l) =
xl

xi
ξ(i) .

D∞ ≡ {ξ(i) = ∞(= [0 : 1])} D0 ≡ {ξ(i) = 0(= [1 : 0])} . AN+1 \ {0}
(x1, . . . , xN+1) xi 6= 0 (x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xN+1

xi
, xi) ∈ (P(L) \

(D0 ∪D∞)) ∩ π−1
PN (Ui) . ι : CN+1 →֒ AN+1

AN+1 ⊃ U 7→ ι−1(U) ⊂ CN+1 AN+1 CN+1

AN+1 CN+1 .

P(L) \ (D0 ∪ D∞) CN+1 \ {0}
.HN−1 PN OPN (HN−1) OCPN (1)

. DH ≡ π∗
PN (HN−1) π∗

PNOCPN (1) ∼= π∗
PNOPN (HN−1) ∼=

OP(L)(π
∗
PN (HN−1)) = OP(L)(DH) π∗

PNωFS ∈ c1(OP(L)(DH)) .

c1(OP(L)(DH)) = c1(OP(L)(D∞)) − c1(OP(L)(D0))

. c1(OP(L)(D∞)) c1(OP(L)(D0)) H1,1(P(L);R) .

α b > a > 0 α = bc1(OP(L)(D∞))− ac1(OP(L)(D0)) .

(1, 1) U(N + 1)

. ω0 ∈ a0c1(OP(L)(DH))+ (b0 − a0)c1(OP(L)(D∞))

b0 > a0 > 0 .

U(N +1) . CN+1 \ {0} U(N +1)

u0 = u0(ρ) : R → R (ρ ≡ log((1 + |z(i)|2)|ξ(i)|2) ∈ (−∞,∞)

|z(i)|2 =
∑N+1

j=1,j 6=i |z
j

(i)|2) P(L) . (1),(2) .

(1) u′
0(ρ) > 0, u′

0(ρ) > 0 for all ρ ∈ (−∞,∞)

(2) U0,0(e
ρ) = u0(ρ) on (−∞, 0] with U ′

0,0(0) > 0 U0,∞(e−ρ) = u0(ρ) −
(b0 − a0)ρ on [0,∞) with U ′

0,∞(0) > 0 .
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h(i) ≡ (1 + |z(i)|2), ∇ξ(i) ≡ dξ(i) + h−1
(i)∂h(i)ξ(i) . {dzj(i),∇ξ(i)}

{
∇

z
j

(i)
≡ ∂

∂z
j

(i)

− h−1
(i)

∂h(i)

∂z
j

(i)

ξ(i)
∂

∂ξ(i)
,

∂

∂ξ(i)

}

[5]. ∂∂̄ log |ξ(i)|2 = 0
√
−1∂∂̄ρ = ωFS

.

√
−1∂∂̄u0(ρ) = u′

0(ρ)ωFS +
√
−1u′′

0(ρ)∂ρ ∧ ∂̄ρ

= u′
0(ρ)ωFS +

√
−1h(i)e

−ρu′′
0(ρ)∇ξ(i) ∧∇ξ̄(i).

D0 D∞ ω0 P(L)
U(N + 1) ( Calabi ansatz [1]).

ω0 = a0π
∗
PNωFS +

√
−1∂∂̄u0(ρ) ∈ a0c1(OP(L)(DH)) + (b0 − a0)c1(OP(L)(D∞))

= (a0 + u′
0(ρ))π

∗
PNωFS +

√
−1h(i)e

−ρu′′
0(ρ)∇ξ(i) ∧∇ξ̄(i)

→
{
b0π

∗
PNωFS as ρ → ∞ (on D∞)

a0π
∗
PNωFS as ρ → −∞ (on D0)

X n . X PN

X̃reg ≡ {x ∈ X| U ι∗ωFS U }

.

P(L) π
PN−−→ X̃reg

ι−→ PN .

X̃reg {Ui}i=1,...,n+1 {(zj(i))}j=1,...,n+1,j 6=i

ξ(i) . π−1
PN (Ui) ∼= Ui × P1 ∋ ((zj(i)), ξ(i)) .

4

P(L) Calabi ansatz ω0

.
∂

∂t
ω(t) = −Ric(ω(t)), ω(0) = ω0.

T > 0 T ≡ sup{t > 0 | [ω0] − tc1(P(L)) > 0} .

c1(P(L)) = Nc1(OP(L)(DH)) + 2c1(OP(L)(D∞)) > 0 T . P(L)
[0, T )× P(L) [6].

t ∈ [0, T ) . X̃reg ωX̃reg

[ω0]−Tc1(P(L)) = [π∗
PNωX̃reg

]

t → T P1 (ξ(i))0
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((N + 2)a0 > Nb0 )[2]. ωT X̃reg

.

ωCY ∈ [ω0] [4].

X (ξ(i))0 = 0 ∞
(ξ(i))0 ∈ C \ {0} .

(1),(2)

bt > at > 0 t Ui × {(ξ(i))0}
.

ω(t) = (at + u′
t(ρ))π

∗
PN ι

∗ωFS +
√
−1

1

|(ξ(i))0|2
u′′
t (ρ)∇(ξ(i))0 ∧ ∇̄(ξ(i))0

∇(ξ(i))0 ≡ h−1
(i)∂h(i)(ξ(i))0 .

ω(t)n = (at + u′
t(ρ))

n(π∗
PN ι

∗ωFS)
n

. t → ∞ X̃reg C∞

Ric(ω(t)) = −
√
−1∂∂̄ logω(t)n → Ric(ωCY ) = 0

√
−1∂∂̄ log(at + u′

t(ρ)) → 0
{
(a∞+u′

∞(ρ))u′′′
∞(ρ)−(u′′

∞(ρ))2
}√

−1∂ρ∧ ∂̄ρ+(a∞+u′
∞(ρ))u′′

∞(ρ)ι∗ωFS = 0

. u′
∞(ρ) ≡ 0 u′′

∞(ρ) ≡ 0

ω(t) ι∗ωFS

X̃reg ωCY . ι∗ωFS X

X̃reg Ric(ι∗ωFS) = 0

X̃reg n .

5

Mabuchi-energy proper cscK

J

. . X̃reg

(1, 1) η

cn ≡ n

∫
X̃reg

η ∧ ι∗ωn−1
FS∫

X̃reg
ι∗ωn

FS

= n
[η] · [ι∗ωFS]

n−1

[ι∗ωFS]n

[cnι
∗ωFS − (n− 1)η] > 0 X̃reg φn,0

χφn,0 ≡ ι∗ωFS +
√
−1∂∂̄φn,0 > 0

∂

∂t
φn,t = cn − n

η ∧ χn−1
φn,t

χn
φn,t
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t ∈ [0,∞) C∞ χφn,∞
≡ ι∗ωFS+√

−1∂∂̄φn,∞ ∈ [ι∗ωFS] [3]. (1, 1) χφn,∞

cnχ
n
φn,∞

= nη ∧ χn−1
φn,∞

. X̃reg P1 ω0 =

a0χφn,∞
+

√
−1∂∂̄u0(ρ) ∈ a0c1(OP(L)(DH)) + (b0 − a0)c1(OP(L)(D∞))

χφn,∞
= ι∗ωFS

. ι∗ωFS trι∗ωFS
(η) = cn

0 = ∆ι∗ωFS
trι∗ωFS

(η) x0 ∈ X̃reg ι∗ωFS

η λ1, . . . , λn ∈ R>0 x0

(z1, . . . , zn) Ric(ι∗ωFS) = 0

0 = ∆ι∗ωFS
trι∗ωFS

(η) = ι∗ωkl̄
FS∇ι∗ωFS

k ∇̄ι∗ωFS

l̄
(ι∗ωij̄

FSηij̄)

= −Ric(ι∗ωFS)
ij̄ηij̄ + ι∗ωkl̄

FSι
∗ω

ij̄
FS

(
Rm̄

l̄kj̄(η)ηim̄ + Γ(η)m̄l̄j̄Γ(η)
δ
kiηδm̄

)

= δklδijRl̄kj̄i(η)

= R(η).

R(η) η . [cnι
∗ωFS − (n− 1)η] > 0(

k(1 ≤ k ≤ n) 1 >
∑n

i 6=k,i=1
λi

cn

η X̃reg X̃reg

. X̃reg .
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非コンパクト対称空間への群作用を用いた
代数的リッチソリトンの研究∗

武富雄一郎†（広島大学大学院理学研究科 D1）

概要
講演者は, 代数的リッチソリトンと呼ばれるリー群上の特別な左不変計量を, ある種の非コ
ンパクト対称空間への群作用の幾何を用いて研究している. 本講演では, ある種の非コンパク
ト対称空間への余等質性 1作用の様相と代数的リッチソリトンの存在・非存在性の対応を予想
し, その予想を肯定する高次元の具体例を紹介する. 本講演は広島大学の田丸博士先生との共
同研究に基づく.

1 背景
代数的リッチソリトンは Lauret によって導入され [Lau 11], 広く研究されている. リー代数 g

上の内積 〈,〉が代数的リッチソリトンであるとは, ある λ ∈ Rと微分 D ∈ Der(g)が存在して 〈,〉
のリッチ作用素 Ric〈,〉 ∈ End(g)が以下を満たすときをいう:

Ric〈,〉 = λ · id +D. (1)

リー代数上の代数的リッチソリトンは対応する単連結リー群上の左不変リッチソリトンを誘導する
[Lau 11]. よって代数的リッチソリトンは, リッチソリトンの具体例を豊富に提供する. また, 一般
化された Alekseevskii予想 [LL 12]によれば, リー代数が expanding (i.e. λ < 0)な代数的リッチ
ソリトンを許容することは, 以下のように代数構造に強い制約を与えることが予想される.

予想 1 ([LL 12]). リー代数 gが expandingな代数的リッチソリトンを許容するならば, gは可解
リー代数.

近年, 代数的リッチソリトンが部分多様体の観点から研究されている. まず, n次元リー代数 gを
一つ固定したとき, その上の内積全体の集合は非コンパクト対称空間 GLn(R)/O(n)と同一視され
る. GLn(R)/O(n)には群 R×Aut(g) が自然に作用する. ここで, R×Aut(g)は以下で定義される:

R×Aut(g) = {cϕ ∈ GLn(R) | c ∈ R×, ϕ[·, ·] = [ϕ·, ϕ·]}. (2)

このとき, g上の代数的リッチソリトン 〈,〉 ∈ GLn(R)/O(n)と任意の g ∈ R×Aut(g)に対し, g.〈,〉
は再び代数的リッチソリトンになる. よって, 代数的リッチソリトンは R×Aut(g)-軌道の性質だと
思うことができる. Hashinaga-Tamaruは [HT]において以下の問題を考えている.

∗ 幾何学シンポジウム (於 東京工業大学 , 2013/08/24–27)講演予稿
† Email: y-taketomi@hiroshima-u.ac.jp
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問題 2 ([HT]). 代数的リッチソリトンに対応する R×Aut(g)-軌道は特別な部分多様体であるか？

これについて, 以下のことが分かっている.

定理 3 ([HT]). gを 3次元可解リー代数, 〈,〉を gの内積とする. このとき以下は同値である:

(1) 〈,〉は代数的リッチソリトン,

(2) R×Aut(g).〈,〉 は (自然な GL3(R)-不変な計量に関して) GL3(R)/O(3) における極小部分多
様体.

定理 3 は代数的リッチソリトンは特別な R×Aut(g)-軌道で特徴付けられることを示唆する. し
かし, このような代数的リッチソリトンと R×Aut(g)-軌道の関係については, 低次元の場合にしか
研究されておらず, 高次元の場合の研究が望まれる.

2 代数的リッチソリトンと余等質性 1作用
我々は, 高次元の場合の中でも, まずは R×Aut(g)-作用が余等質性 1となる場合について研究し
ている. (既約)非コンパクト対称空間への余等質性 1作用の理論は Berndt-Tamaruによって, ほ
ぼ完成されている.

事実 4 ([BT]). G/K を既約非コンパクト対称空間, H を Gの連結リー部分群とし, G/K へのH-

作用が余等質性 1であるとする. このとき, H-作用は以下のいずれかを満たす:

(K-type) 特異軌道がただ 1つある (この特異軌道は極小になる),

(A-type) 特異軌道がなく, 極小軌道がただ 1つある,

(N-type) 特異軌道がなく, 軌道がすべて合同になる.

(R×Aut(g))0 を R×Aut(g) の単位元を含む連結成分とする. GLn(R)/O(n) は既約ではない
が, GLn(R)/O(n) への余等質性 1 の (R×Aut(g))0-作用の様相は事実 4 と同じであることに注
意する. 我々は, (R×Aut(g))0-作用が余等質性 1 の場合, 代数的リッチソリトンは以下のように
(R×Aut(g))0-作用の性質で特徴付けられることを予想した. すなわち,

予想 5. gを n次元リー代数, 〈,〉を gの内積, GLn(R)/O(n)への (R×Aut(g))0-作用が余等質性 1

作用であるとする.

(i) (R×Aut(g))0-作用が K-typeのとき, gは代数的リッチソリトンを許容する. また, 〈,〉が代数
的リッチソリトンであることと (R×Aut(g))0.〈,〉が特異軌道であることは同値,

(ii) (R×Aut(g))0-作用が A-typeのとき, gは代数的リッチソリトンを許容する. また, 〈,〉が代数
的リッチソリトンであることと (R×Aut(g))0.〈,〉が極小軌道であることは同値,

(iii) (R×Aut(g))0-作用が N-typeのとき, gは代数的リッチソリトンを許容しない.

特に予想 5の (iii)については, (R×Aut(g))0-作用が N-typeならば, すべての軌道が合同である
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から, “特別な (R×Aut(g))0-軌道がない” と見做せる. よって (iii)は特別な (R×Aut(g))0-軌道が
ないならば, gは代数的リッチソリトンを許容しないことを予想しているものである.

現在知られている余等質性 1の (R×Aut(g))0-作用の例はすべて予想 5を肯定する.

事実 6. 予想 5に関して以下のことが分かっている:

(1) 3次元可解リー代数 gで (R×Aut(g))0-作用が K-type, A-type, N-typeになるようなものがそ
れぞれ存在し [HT], 予想 5を肯定する,

(2) n(≥ 4)次元リー代数 gで (R×Aut(g))0-作用がK-typeになるようなものが 2つ存在し [KTT],

予想 5を肯定する.

3 主結果
これまで, GLn(R)/O(n)への (R×Aut(g))0-作用が N-typeとなるようなケースについては高次
元の具体例が知られていなかった. 我々は予想 5の (iii)を肯定する高次元の例を構成することがで
きた.

定理 7 ([TT]). n ≥ 3とする. n次元リー代数 g
n
1,1 は以下を満たす:

(1) GLn(R)/O(n)への (R×Aut(gn
1,1))0-作用は余等質性 1で N-type,

(2) g
n
1,1 は代数的リッチソリトンをもたない.

ここで, a, b ∈ Rに対して, n(≥ 3)次元リー代数 g
n
a,b を以下で定義する:





[e1, en] = ae1,
...

[en−2, en] = aen−2,

[en−1, en] = be1 + aen−1.

({e1, . . . , en}は g
n
a,b の基底)

定理 7 は代数的リッチソリトンに対応する (R×Aut(g))0-軌道は特別な軌道であることを示唆
する.

定理 7における g
n
1,1 を構成するために, 以下のような考察を行なった. まず, 次のことが知られ

ている:

事実 8 ([BT]). G/K を既約非コンパクト対称空間, H を Gの連結リー部分群, G = KAN を岩
澤分解とする. G/K へのH-作用が余等質性 1で N-type作用であるとき, ある N を含む連結リー
群 N ′ が存在して, G/K への N ′-作用と H-作用は軌道同値.

N を対角成分がすべて 1の上三角行列全体からなる群とする. (すなわち, 岩澤分解 GLn(R) =

KAN における N である.) 事実 8をふまえて, 我々は, N ⊂ (R×Aut(g))0 なる gから N-typeの
(R×Aut(g))0-作用の例を見付けることができると考えた. 我々は N ⊂ Aut(g) となるリー代数の
分類を行なった.
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命題 9 ([TT]). gを n(≥ 3)次元リー代数とする. このとき, N ⊂ Aut(g)ならば, g は g
n
0,0, g

n
1,0,

g
n
0,1, g

n
1,1 のいずれかと同型 (gna,b の定義は定理 7を参照).

一方, gn
0,0, g

n
1,0, g

n
0,1 については以下が知られている.

事実 10 ([Lau 03, KTT]). 以下の (1),(2)は同値:

(1) g = g
n
0,0, g

n
1,0, g

n
0,1,

(2) GLn(R)/O(n)への R×Aut(g)-作用は推移的.

よって, g = g
n
0,0, g

n
1,0, g

n
0,1 のとき (R×Aut(g))0-作用は N-typeとならない. 残りの g

n
1,1 につい

て上記の定理 7を得た.
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有限ケーリーグラフの多分割等周定数の間の普遍的不等

式と、導かれる対称性

　

見村万佐人（Masato MIMURA)

東北大・理

　

G = (V,E) を有限正則グラフ（連結でなくてもよい）とするとき，通常の（辺）
等周定数 h2，頂点等周定数 g2，ラプラス作用素の第 2 固有値 λ2 はそれぞれ以下の

ように定義された．ここで degG =: k とおく．

定義 1 (1) （等周定数）

h2(G) = h(G) := min
1≤|A|≤|V |/2

|∂A|
|A| .

(2) （頂点等周定数）

g2(G) = g(G) := min
1≤|A|≤|V |/2

|δA|
|A| .

(3) （ラプラス作用素の第 2 固有値）：∆ := kI − P , P は隣接行列，は正規化され

ていない G のラプラス作用素であり，第 1 固有値を λ1 := 0 とおくときの第 2
固有値を λ2(G) = λ(G) とおく．
ここで，A ⊆ V であり，∂A は辺境界（つまり，A と Ac をつなぐ辺の集合），δA

は対称的な頂点境界（つまり，∂A の元となる辺の両方の頂点を集めてできる集合）

である．

通常の記法では上の λ(G) は λ1(G) と表記されることに注意されたい．
これらの数量の間には以下のような関係がある．まず第一に，h(G) = 0，g(G) = 0，

λ(G) = 0 はどれも同値で，G が連結でないことを意味する．より詳しくは，チー

ガー型の不等式と呼ばれるもので，Alon–V. Milman による有名な不等式

λ

2
≤ h ≤

√
2kλ

および，Bobkov–Houdré–Tetali [1] による不等式

λ ≥
(√

g + 1− 1
)2

8

が知られている．

一般に，グラフの次数を k とすると，

2

k
h2(G) ≤ g2(G) ≤ 2h2(G)
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であるので，次数が一様有界な範囲を動くような列 {Gm}m に関しては h2 と g2 の

挙動は（一様な定数倍で）同じである．しかし，本講演では次数が無限大に発散し

ていくようなグラフの列も考える．この場合，h2 と g2 の振る舞いは同様とは限ら

ない．以下の hn と gn でも同様である．

上の定義で，∂A = ∂Ac，δA = δAc であることに注意すると，次のような，これ

らの数量の一般化を考えられる．

定義 2 2 ≤ n ≤ |V | とする．

(1) （n 分割等周定数）

hn(G) := min
V=A1⊔···⊔An

max
1≤i≤n

|∂Ai|
|Ai|

.

(2) （n 分割頂点等周定数）

gn(G) := min
V=A1⊔···⊔An

max
1≤i≤n

|δAi|
|Ai|

.

(3) （ラプラス作用素の第 n 固有値）：∆ の第 n 固有値を λn(G) とおく．

ここで，V = A1 ⊔ · · · ⊔ An は V の空集合を許さない分割である．

hn, gn, λnの間にも，n = 2のときと同様の関係がある．まず，hn(G) = 0，gn(G) =
0，λn(G) = 0 はどれも同値で，G が少なくとも n 個の連結成分をもつことを意味

する．さらに，高次のチーガー型の不等式として hn と λn に対し，以下の関係が

Lee–Gharan–Trevisan [2] によって示されている．

定理 3 （[2]）k := degG とするとき，

λn(G)

2
≤ hn(G) ≤ O(n3)

√

kλn(G).

彼らの議論を用いて，講演者は gn と λn について以下の不等式を得た．

定理 4 （[3]）

O(n6)λn(G) ≥
(
√

gn(G)

n
+ 1− 1

)2

.

系 5 n ≥ 2 を固定する．有限正則グラフの列 {Gm}m∈N で diam(Gm) → ∞ となる

ものに対し，

inf
n
gn(Gm) > 0 =⇒ inf

m
λn(Gm) > 0 =⇒ inf

m
hn(Gm) > 0

が成り立つ．

Gm たちの次数が一様有界であれば逆も成立し，上の 3 条件は全て同値となる．

28



次数が一様有界ではない場合，どちらの逆も成立しない（ケーリーグラフの列で

も反例が構成できる）．

λn の場合は自明であるが，hn，gn も n について単調非減少であることが証明で

きる．では，

hn+1（または，gn+1）は hn（または，gn）と比べどれくらい大きくなりうるのか

ということが自然な問題となる．一般的には，以下のように，いくらでも大きくな

りうる．

• hn(G) = 0 かつ hn+1(G) > 0 となることは，G がちょうど n 個の連結成分を

もつことと同値である．

• G の連結性を要請したとしても以下のような例が作れる：G1, . . . , Gn をそれ

ぞれで h（通常の等周定数）が十分大きいグラフとし，これらをあまり多く

ない辺で（正則かつ連結グラフになるように）結んでできるグラフを G とす

る．G の頂点集合を G1, . . . , Gn の頂点集合に分割することで，hn(G) はあま
り大きくないことがわかる．一方，n+ 1 個の頂点集合に分割しようと思うと
G1, . . . , Gn の少なくとも 1 つの頂点集合を空でないように分割しないといけ
ないため，hn+1(G) は大きくなる．

田中守 [4] によって，連結グラフで hn と hn+1 の間に大きなギャップがあるケー

スは定性的には上の二番目の例となっていることが示されている．

藤原耕二は，

上の問題に関して，G が連結なケーリーグラフの場合は何か非自明な不等式はないか

という問題を提起した．本講演では，hn，gn，λn に関して考えられるそれぞれの問

題に対し，得ることができた不等式（[3]）をお話ししたい．特に，上記の一番目の
例のように，（連結でなくてもよい）頂点推移的なグラフにおいて hn と hn+1 の間

にギャップがあるときに，群作用がある種の対称性をもつことを述べる．

参考文献
[1] S. Bobkov, C. Houdré, and P. Tetali, λ∞, vertex isoperimetry and concentration,

Combinatorica 20 (2) (2000), 153–172

[2] J. R. Lee, Sh. O. Gharan, and L. Trevisan, Multi-way spectral partitioning and
higher-order Cheeger inequalities, to appear in STOC 2012, arXiv:1111.1055.

[3] M. Mimura, Multi-way isoperimetries, expanders, and finite Cayley graphs, in prepa-
ration

[4] M. Tanaka, Multi-way expansion constants and partitions of a graph. Preprint,
arXiv:1112.3434
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Multi-way expansion constants

and expander graphs

田中 守 (Mamoru Tanaka)∗ 東北大学 (Tohoku University)

1 多分割等周定数
グラフはループや多重辺を持たない無向グラフとする.

有限グラフG = (V,E)の等周定数 (または expansion constant)とは

h(G) := min
F⊂V

{

|∂F |

|F |
: 1 ≤ |F | ≤

|V |

2

}

である. ここで ∂F はF と V −F を結ぶ辺の集合を表す. この等周定数はグラ
フの連結性の強さを表している. Lee-Gharan-Trevisan [LGT12]は等周定数を
1 ≤ k ≤ |V |に対して

hk(G) := min

{

max
i=1,2,...,k

|∂V i|

|V i|
: V =

k
⊔

i=1

V i(直和), V i 6= ∅

}

と一般化した. これをGの k-分割等周定数と呼ぶ. k-分割等周定数は

0 = h1(G) ≤ h(G) = h2(G) ≤ h3(G) ≤ · · · ≤ h|V |(G)

を満たす. また各 k ≥ 1に対し「hk(G) = 0かつ hk+1(G) > 0であること」と
「Gの連結成分の個数が kであること」が同値である. さらにGのすべての連
結成分からなる族を {Gi}k

i=1とすると

hk+1(G) = min
i=1,2,...,k

h(Gi) (1)

が成り立つ. ここではこのようなGの分割に関する性質を考察する.

Gの誘導部分グラフとは, VH ⊂ V かつ EH = {xy ∈ E : x, y ∈ VH}を満
たすグラフH = (VH , HH)である. Gの k分割とは, Gの誘導部分グラフの族
{Gi = (V i, Ei)}k

i=1で V iらが互いに共通部分を持たないものである. Gの任意
の k分割 {Gi}k

i=1に対して簡単に

hk+1(G) ≥ min
i=1,2,...,k

h(Gi)

が示せる. 一方で, 以下が成り立つ:

∗mamoru.tanaka@wpi-aimr.tohoku.ac.jp

30



定理 1 ([Tan]). もし或る kに対して hk+1(G)/3k+1 > hk(G)ならば, Gの或る
k分割 {Gi = (V i, Ei)}k

i=1が存在して
hk+1(G)

3k+1
≤ min

i=1,2,...,k
h(Gi), max

i=1,2,...,k

|∂V i|

|V i|
≤ 3khk(G)

を満たす.

この定理は, hk+1(G)と hk(G)の間に大きなギャップがあると, グラフGは
比較的結びつきの強い k個のグラフをそれぞれ比較的少ない辺で繋げたもので
あり, このときGは (1)を弱めた評価を持つことを示している.

ラプラシアンの固有値はグラフの重要な量であるが, 等周定数と関係が深い.

ラブラシアン∆Gは, V 上の実数値関数からなる集合R
V 上の作用素で f ∈ R

V

と x ∈ V に対して,

∆Gf(x) := f(x) deg(x) −
∑

xy∈E

f(y)

と定義される. ここで x ∈ V の次数 deg(x)は, xを端点に持つ辺の数である.

∆Gの固有値を小さい順に λ1(G) ≤ λ2(G) ≤ · · · ≤ λ|V |(G) と表す. ラプラ
シアンの固有値もグラフの連結性の強さを表すことが知られており, λ2(G)は
Gの代数的連結度と呼ばれている. 実際, λk(G) = 0かつ λk+1(G) > 0である
ことと, Gの連結成分の個数が kであることは同値である. さらに, Gのすべ
ての連結成分からなる族を {Gi}k

i=1とすると

λk+1(G) = min
i=1,2,...,k

λ2(G
i) (2)

が成り立つ. Gの任意の k分割 {Gi}k
i=1に対して, 多分割等周定数と同様に

min
i=1,2,...,k

λ2(G
i) ≤ λk+1(G)

を示すことができる. Lee-Gharan-Trevisan [LGT12]により次が示されている:

定数 C > 0が存在して, 任意の連結グラフ Gと任意の k = 1, 2, . . . , |V |に対
して

λk(G)

2 deg(G)
≤ hk(G) ≤ Ck2 deg(G)

√

λk(G). (3)

ここで deg(G)はGの頂点の次数の最大値である. (ただし, 彼らは正規化され
たラプラシアンの固有値と重み付き多分割等周定数に対してよりよい不等式を
示しており, それにはGの連結性は必要なく, 不等式中の deg(G)も必要ない.)

この結果と定理 1を用いると, λk+1(G)と λk(G)に大きなギャップがあると, G

は (代数的連結度の意味で)比較的結びつきの強い k個のグラフをそれぞれ比
較的少ない辺で繋げたものであり, このときGは (2)を弱めた評価を持つこと
が分かる.
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2 多分割エクスパンダー列
エクスパンダー列は計算理論, 群論, 幾何, トポロジーなどの分野で重要な
グラフの列である (cf. [HLW06]). エクスパンダー列とは, 有限グラフの列
{Gn = (Vn, En)}∞n=1 で次の 3つを満たすものである: (i) limn→∞ |Vn| = ∞;

(ii) supn∈N deg(Gn) < ∞; (iii) infn∈N h(Gn) > 0. 次のより一般の有限グラ
フの列 (多分割エクスパンダー列){Gn = (Vn, En)}∞n=1を考えるのは自然であ
る: (i) limn→∞ |Vn| = ∞; (ii) supn∈N deg(Gn) < ∞; (iii)’ 或る k ≥ 1に対して
infn∈N hk+1(Gn) > 0. 各グラフが連結な多分割エクスパンダー列の例は, エク
スパンダー列を k個用意して各 n番目のグラフ同士を互いにすべて 1本の辺で
結ぶことで簡単に構成できる. 多分割エクスパンダー列は以下を満たす:

系 2 ([Tan]). {Gn}
∞

n=1を多分割エクスパンダー列とする. このとき, その部分
列 {Gm}

∞

m=1と各Gmの誘導部分グラフで {Hm}
∞

m=1がエクスパンダー列とな
るものが存在する. さらに, もしGn (n = 1, 2, . . . )がすべて連結ならば, 或る
k ∈ Nと, {Gn}

∞

n=1の部分列 {Gm}
∞

m=1, 各Gmの k分割 {H i
m}

k
i=1が存在し, す

べての i = 1, 2, . . . , kに対して {H i
m}

∞

m=1はエクスパンダー列である.

多分割等周定数はラプラシアンの固有値による上下からの評価があるため,

この系は船野-塩谷 [FS13]による Riemann多様体に対する以下の結果の類似
と見做すことができる: k + 1番目の固有値が無限大に発散する重み付き閉
Riemannian多様体の列は, k個の Lévy族の和である.

3 粗埋め込み可能性
距離空間の列{(Xn, dXn

)}∞n=1が距離空間 (Y, dY )に粗埋め込み可能とは, [0, +∞)

上の 2つの或る非減少関数 ρ1, ρ2と写像の列 {fn : Xn → Y }∞n=1が存在して以
下を満たすことである:

(i) 任意の x, y ∈ Xnと nに対して

ρ1(dXn
(x, y)) ≤ dYn

(fn(x), fn(y)) ≤ ρ2(dXn
(x, y))

(ii) limr→∞ ρ1(r) = +∞.

特に距離空間Xに対して, すべての nでXn = Xとした列 {Xn}
∞

n=1が距離空
間 Y に粗埋め込み可能であるとき, Xは Y に粗埋め込み可能という.

連結グラフ Gの頂点集合 V 上の距離 dGを各 2頂点を結ぶ道の辺の数の最
小値で定義することができるため, 連結グラフは距離空間と見做すことができ
る. Yuにより有限次数の無限グラフGが Hilbert空間に粗埋め込み可能なら
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ば, Gに対する粗Baum-Connes予想 (Atiyah-Singerの指数定理のK理論類似)

が正しいことを示した ([Yu00]). しかし, Gromovによりエクスパンダー列は,

Hilbert空間に粗埋め込み可能でないことが知られている ([Gro03]). つまり, エ
クスパンダー列を粗埋め込みできる有限次数無限グラフは, Yuの結果を用い
た粗 Baum-Connes予想の解決の障害となっている. 多分割エクスパンダー列
に対し Hilbert空間に粗埋め込み可能かどうか考察するため以下を示した.

補題 3 ([Tan]). 次数が一様に抑えられた有限グラフの列 {Gn}
∞

n=1に対して, 各
Gnの或る誘導部分グラフHnからなる列 {Hn}

∞

n=1がエクスパンダー列ならば,

{Gn}
∞

n=1は Hilbert空間に粗埋め込み可能でない.

(グラフが距離空間として粗埋め込みできることと, 誘導部分グラフであるこ
とは異なることに注意.) よって次が示せた:

系 4. 多分割エクスパンダー列 (とそれらを粗埋め込みできる有限次数無限グ
ラフ )もHilbert空間に粗埋め込み可能でない.

一般にこの逆は成り立たない. 例えば,エクスパンダー列{Gn}
∞

n=1を 1つ取っ
てきて, 各 k ∈ Nに対し {Gn}

k
n=1の各グラフの組Gi, Gi+1を 1つの辺で繋げた

もの (i = 1, 2, . . . , k− 1)を k番目のグラフとするグラフ列は, Hilbert空間に粗
埋め込み可能でないが, 任意の k分割等周定数は 0に収束する.
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Separation distance and observable diameter of pyramids

小澤 龍ノ介 ∗
(東北大学大学院理学研究科数学専攻 D2)

1 序
本講演の内容は塩谷隆氏 (東北大学)との共同研究 [7]に基づく. Gromovは [4, Chapter 3 1

2

]において測度
集中の考え方を基に測度距離空間の同型類全体の集合 X 上の距離である observable distance dconc と測度距
離空間の不変量を導入し, 測度距離空間の列の収束理論を展開した. その際に (X , dconc)のコンパクト化の元
が pyramidと呼ばれる X の部分集合で表現できることを示した. 本講演では pyramidに対して測度距離空間
の不変量を自然な形で拡張し, pyramidの列の収束と不変量の関係について紹介する.

2 2つの測度距離空間の間の距離
X = (X, dX , µX)が測度距離空間(metric measure space, mm-space)であるとは (X, dX)が完備可
分距離空間であり µX が (X, dX)上の Borel確率測度となることをいう. 部分集合 supp(µX) ⊂ X を測度の
台 (測度が 1となる最小の閉集合)とし, Lip1(X)を X 上の 1-Lipschitz関数全体の集合とする. 閉 Rieman

多様体は Riemann体積測度を正規化することにより測度距離空間となる.

定義 2.1 (押し出し). (X,BX , µX) を測度空間, (Y,BY ) を可測空間とし, f : X → Y を可測写像とする.

A ∈ BY に対して, µY (A) := µX(f−1(A))と定義すれば, (Y,BY , µY )は測度空間となる. この µY を µX の
f による押し出しといい f∗µX とかく.

定義 2.2 (同型). 2つの測度距離空間 X と Y が同型であるとは等長写像 f : supp(µX) → supp(µY )が存
在し, µY = f∗µX となることをいう. X を測度距離空間の同型類全体の集合とする.

定義 2.3 (Lipschitz order, [4]). X,Y ∈ X とする. ある 1-Lipschitz写像 f : X → Y で µY = f∗µX となる
ものが存在するとき Y ≺ X とかく. 関係 ≺を Lipschitz orderとよぶ.

Lを R上の通常の Lebesgue測度とする.

定義 2.4 (パラメータ). Borel可測写像 pX : [0, 1] → X が X のパラメータであるとは, µX = (pX)∗Lをみ
たすことをいう.

任意の測度距離空間に対してその完備性と可分性よりパラメータは一意的ではないが必ず存在することが知
られている. 2つの測度距離空間の同型類の間の距離である box distanceを定義する.

定義 2.5 (Box distance, [4]). X,Y ∈ X とする. このとき X と Y の間の box distanceを

�1(X,Y ) := inf
(pX ,pY )

{ε > 0 | ∃Tε ⊂ [0, 1] : Borel集合, L(Tε) ≥ 1− ε

s.t. |dX(pX(s), pX(s′))− dY (pY (s), pY (s
′))| ≤ ε, ∀s, s′ ∈ Tε}

と定める. ここで写像 pX : [0, 1] → X, pY : [0, 1] → Y はそれぞれ X と Y のパラメータである.

∗ sb0m08@math.tohoku.ac.jp
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定理 2.6 ([4]). (X ,�1)は完備可分距離空間である.

次に 2つの測度距離空間の同型類の間の距離である observable distanceを定義する.

定義 2.7. 2つの Borel可測関数 f, g : [0, 1] → Rに対してその間の距離meL(f, g)を
meL(f, g) := inf{ ε ≥ 0 | L({ t ∈ [0, 1] | |f(t)− g(t)| > ε }) ≤ ε }

と定める.

定義 2.8 (Observable distance, [4]). X,Y ∈ X とする. X のパラメータ pX に対して
p∗XLip1(X) := { f ◦ pX | f ∈ Lip1(X) }

と定める. このとき X と Y の間の observable distanceを
dconc(X,Y ) := inf

(pX ,pY )
dmeL
H (p∗XLip1(X), p∗Y Lip1(X))

と定める. ここで dmeL
H は meL に関する Hausdorff距離である.

定理 2.9 ([4]). (X , dconc)は可分距離空間である.

Box distanceと observable distanceの間には次の不等式が成り立つ.

命題 2.10. X,Y ∈ X とする. このとき
dconc(X,Y ) ≤ �1(X,Y )

が成り立つ.

Sn(r)を半径 r の n次元球面, ∗ := ({p}, δp)を 1点測度距離空間とする.

定理 2.11 ([2, 4–6]). {Sn(1)}∞n=1, {CPn}∞n=1, {SO(n)}∞n=1 は observable distanceの意味で ∗に収束する
が, box distanceの意味で発散する.

Observable distanceを考えることにより閉 Riemann多様体の列でその次元は無限大に発散するが, 極限が
有限次元であるものを見つけることができる.

3 測度距離空間の不変量
Gromov は [4] において測度距離空間の不変量である observable diameter と separation distance を定義
した.

定義 3.1 (Observable diameter, [4]). X ∈ X , κ > 0とする. このとき X の observable diameterを
ObsDiam(X;−κ) := sup

f∈Lip1(X)

inf{ diam(A) | A ⊂ R : Borel集合, f∗µX(A) ≥ 1− κ }

と定める. ここで diam(A)は Aの直径である.

Observable diameterは observable distanceの意味で X と 1点空間の近さを計る量である.

命題 3.2. Xn ∈ X , n ∈ Nとする. このとき dconc(∗, Xn) → 0 (n → ∞)となることと, 任意の κ > 0に対し
て ObsDiam(Xn;−κ) → 0 (n → ∞)となることは同値である.

定義 3.3 (Separtion distance, [4]). X ∈ X , N ∈ N, κ0, κ1, . . . , κN > 0とする. このときX の separation

distanceを
Sep(X;κ0, κ1, . . . , κN ) := sup{ min

i6=j
dX(Ai, Aj) | Ai ⊂ X : Borel集合, µX(Ai) ≥ κi, i = 0, 1, . . . , N }

と定める. Borel集合の列 {Ai}Ni=0で µX(Ai) ≥ κiとなるものが存在しない場合は Sep(X;κ0, κ1, . . . , κN ) :=

0と定める.

Separation distance は observable distance の意味で X と N 点空間の近さを計る量である (定理 5.6 参
照). N = 1の場合は observable diameterと separation distanceの間に次の関係が成り立つ.
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命題 3.4. X ∈ X , 0 < κ′ < κとする. このとき
ObsDiam(X;−2κ) ≤ Sep(X;κ, κ) ≤ ObsDiam(X;−κ′)

が成り立つ.

また Lipschitz orderに関して observable diameterと separation distanceは単調性をもつ.

命題 3.5. X,Y ∈ X とする. このとき Y ≺ X ならば任意の N ∈ N, κ, κ0, κ1, . . . , κN > 0に対して以下の
(1)と (2)が成り立つ.

(1) ObsDiam(Y ;−κ) ≤ ObsDiam(X;−κ).

(2) Sep(Y ;κ0, κ1, . . . , κN ) ≤ Sep(X;κ0, κ1, . . . , κN ).

4 コンパクト化の元
定義 4.1 (Pyramid, [4, 8, 9]). 部分集合 P ⊂ X が次の (1), (2), (3) をみたすとき P は pyramidであると
いう.

(1) X ∈ P, Y ≺ X ならば Y ∈ P である.

(2) 任意の X,X ′ ∈ P に対しある Z ∈ P が存在し X ≺ Z,X ′ ≺ Z となる.

(3) P は (X ,�1)上の空ではない閉集合である.

Πを pyramid全体の集合とする. X ∈ X に対し PX := { Y ∈ X | Y ≺ X }と定める.

X ∈ X に対して PX は pyramidとなる. P ∈ Πと t > 0に対して tP := { (X, tdX , µX) | (X, dX , µX) ∈
P } ∈ Πとなる. 包含関係に関して P∗ は極小な pyramidであり, X は極大な pyramidである.

Pyramidの列の収束を定義する.

定義 4.2 (Weak Hausdorff convergence, [4]). P,Pn ∈ Π, n ∈ N とする. 次の (1) と (2) をみたすとき
{Pn}∞n=1 は P に収束するといい, Pn → P (n → ∞)とかく.

(1) 任意の X ∈ P に対して lim
n→∞

�1(X,Pn) = 0が成り立つ.

(2) 任意の Y ∈ X \ P に対して lim inf
n→∞

�1(Y,Pn) > 0が成り立つ.

ここで X ∈ X に対して �1(X, ∅) := +∞とする.

定理 4.3 ([4, 8, 9]). X,Y,Xn ∈ X , n ∈ Nとする. このとき以下が成り立つ.

(1) Xn → X (n → ∞)となることと, PXn
→ PX (n → ∞)となることは同値である.

(2) Weak Hausdorff convergenceに適合する Π上の距離 ρを構成することができ, (Π, ρ)はコンパクト距
離空間となる. また ρ(PX ,PY ) ≤ dconc(X,Y )が成り立つように ρを構成できる.

(3) {PX}X∈X は (Π, ρ)上稠密である.

この定理は (Π, ρ)が (X , dconc)のコンパクト化となっていることを示している.

注意 4.4. Gromovによる pyramidの元の定義には (3)の条件はない. この場合, (3)の条件を外した pyramid

全体の集合は weak Hausdorff convergenceに関して Hausdorffではないコンパクト化となる. しかし塩谷に
より (3)の条件を追加することで Πに weak Hausdorff convergenceに適合したコンパクト距離空間の構造を
入れることが出来ることが示された.

Sn(1)のスケーリングを考えることにより Π \ ({PX}X∈X ∪ {X})の元を得ることができる. ‖ · ‖2 を l2 ノ
ルム, γn を Rn 上の標準的な Gauss測度とする.
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定理 4.5 ([8, 9]). {rn}∞n=1 ⊂ (0,∞)とする. このとき以下が成り立つ.

(1) lim
n→∞

rn√
n
= 0 となることと, PSn(rn) → P∗ (n → ∞)となることは同値である.

(2) lim
n→∞

rn√
n
= 1となることと, {PSn(rn)}∞n=1 と {P(Rn,‖·‖2,γn)}∞n=1 が同じ pyramidに収束することは同

値である.

(3) lim
n→∞

rn√
n

= ∞ となることと, 任意の収束部分列 {PSni (rni
)}∞i=1 に対して PSni (rni

) → X (i → ∞)と
なることは同値である.

一方 Elekは [1]において量子測度距離空間(quantum metric measure space, qmm-space)を導入
し, 量子測度距離空間の同型類全体の集合が (X1,�1)のコンパクト化であることを示した. ここで

X1 := { X ∈ X | diam(supp(µX)) ≤ 1 }

とする. さらに Elekは observable diameterと separation distanceを量子測度距離空間に対して定義し, 量
子測度距離空間の列の収束と不変量の関係を調べた.

5 主結果
我々は pyramidの不変量として observable diameterと separation distanceを定義し, pyramidの列の収
束と不変量の関係を調べた.

定義 5.1. P ∈ Π, κ > 0とする. P の observable diameterを
ObsDiam(P;−κ) := lim

δց0
sup
X∈P

ObsDiam(X;−(κ+ δ)) (≤ +∞)

と定める.

定義 5.2. P ∈ Π, κ0, κ1, . . . , κN > 0とする. P の separation distanceを
Sep(P;κ0, κ1, . . . , κN ) := lim

δց0
sup
X∈P

Sep(X;κ0 − δ, κ1 − δ, . . . , κN − δ) (≤ +∞)

と定める.

これらの定義が自然であることは observable diameterと separation distanceの半連続性と命題 3.5から
従う.

定理 5.3. P,Pn ∈ Π, n ∈ Nとする. Pn → P (n → ∞)とすると任意の κ > 0に対して
ObsDiam(P;−κ) ≤ lim

δց0
lim inf
n→∞

ObsDiam(Pn;−(κ+ δ))

が成り立つ.

命題 5.4. Pn ∈ Π, n ∈ N とする. このとき Pn → P∗ (n → ∞) となることと, 任意の κ > 0 に対して
ObsDiam(Pn;−κ) → 0 (n → ∞)となることは同値である.

定理 5.5. P,Pn ∈ Π, n ∈ Nとする. Pn → P (n → ∞)とすると任意の N ∈ N, κ0, κ1, . . . , κN > 0に対
して

Sep(P;κ0, κ1, . . . , κN ) ≤ lim
δց0

lim inf
n→∞

Sep(Pn;κ0 − δ, κ1 − δ, . . . , κN − δ)

が成り立つ.

定理 5.6. P,Pn ∈ Π, n,N ∈ Nとする. Pn → P (n → ∞)とし, 任意の n ∈ N, κ, κ0, κ1, . . . , κN > 0に対
して

ObsDiam(Pn;−κ) < ∞, lim
n→∞

Sep(Pn;κ0, κ1, . . . , κN ) = 0

が成り立つとする. このとき次の (1)または (2)が成り立つ.
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(1) Pn → P∗ (n → ∞).

(2) 部分列 {Pni
}∞i=1 と {ti}∞i=1 ⊂ (0, 1]が存在し {tiPni

}∞i=1 はある有限測度距離空間 Y で 2 ≤ #Y ≤ N

となるものが支配する pyramid PY に収束する.

定理 5.6 は [3, Theorem 4.4] の一般化であり, その応用として Ricci 曲率が非負な閉 Riemann 多様体の
Laplacianの第 1固有値と第N 固有値の間の次元に依存しない評価を得ることができる ([3, Theorem 1.1]参
照).

定義 5.7. {Xn}∞n=1 ⊂ X , {tn}∞n=1 ⊂ (0,∞)とする. ある {cn}∞n=1 ⊂ (0,∞)が存在し以下の (1)と (2)をみ
たすとき {Xn}∞n=1 は phase transition propertyを持つという.

(1) lim
n→∞

tn
cn

= 0となることと, PtnXn
→ P∗ (n → ∞)となることは同値である.

(2) lim
n→∞

tn
cn

= ∞となることと, 任意の収束部分列 {Ptni
Xni

}∞i=1 に対して Ptni
Xni

→ X (i → ∞)となる
ことは同値である.

定理 4.5から次の問題が提起される.

問題 5.8. {Xn}∞n=1 ⊂ X とする. このとき {Xn}∞n=1 はいつ phase transition propertyをもつか.

定理 5.3を応用することにより次が得られる.

定理 5.9. {Xn}∞n=1 ⊂ X とする. {Xn}∞n=1 が {cn}∞n=1 ⊂ (0,∞)に対して phase transition propertyをも
つことと, 任意の 0 < κ < 1に対して

0 < lim inf
n→∞

cn
ObsDiam(Xn;−κ)

, lim sup
n→∞

cn
ObsDiam(Xn;−κ)

< ∞

をみたすことは同値である.

例 5.10. (1) {Sn}∞n=1 は {√n}∞n=1 に対して phase transition propertyをもつ (定理 4.5参照).

(2) {CPn}∞n=1 は {√n}∞n=1 に対して phase transition propertyをもつ ([9]参照).

(3) {SO(n)}∞n=1 は {√n}∞n=1 に対して phase transition propertyをもつ.

(4) Hamming cube {{0, 1}n}∞n=1 に Rn の通常の Euclid 距離を入れる. このとき {{0, 1}n}∞n=1 は
{n1/4}∞n=1 に対して phase transition propertyをもつ ([4, Section 3 1

2

.42, 3 1

2

.62 (3)]参照).
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EMBEDDED CONSTANT MEAN CURVATURE TORI

IN THE THREE-SPHERE

HAIZHONG LI (TSINGHUA UNIVERSITY AND FUKUOKA UNIVERSITY)

1. Backgrounds

Let x : M → R3 be a compact surface, with two principal curvatures
k1 and k2. Then the Gauss curvature and mean curvature are defined
by

K = k1k2, H =
1

2
(k1 + k2)

Theorem 1 (Gauss-Bonnet Theorem). Let M be a compact surface
in R3, then

∫

M

K dA = 2πχ(M),

where χ(M) is the Euler characteristic of M , χ(M) = 2(1 − g), g is
genus of M .

Theorem 2 (Liebmann Theorem, 1899). Let M be a compact surface
in R3 with K = constant, then M is a round sphere.

In 1950s, by constructing a holomorphic quadratic differential for
CMC surfaces in R3, H. Hopf proved

Theorem 3 (Hopf Theorem). Let M be a compact surface in R3 with
H = constant and g(M) = 0, then M is a round sphere.

S. S. Chern [6] extended Hopf’s result to CMC two-spheres in 3-
dimensional space forms.

Hopf proposed in 1950s:

Conjecture 1 (Hopf Conjecture). Any compact surfaces with H =
constant in R3 must be a round sphere.

In 1956, Alexsandrov [1] checked Hopf’s conjecture under extra con-
dition “embeddedness”.

Theorem 4 (Alexsandrov’s uniqueness Theorem). If a compact CMC
surface is embedded in R3, H3 or a hemisphere S3

+, then it must be
totally umbilical.
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In 1984, Wente [18] constructed counterexamples (non-trivial CMC
tori) for Hopf’s conjecture by use of integrable systems.

Wente’s paper was followed by a series of papers by Bobenko, Kapou-
leas, Pinkall-Sterling and many others. In particular, they constructed
many CMC tori in R3, S3 and H3.

2. Willmore Conjecture

In 1965, J. T. Willmore [19] proved

Theorem 5. Let x : M →֒ R3 be a compact surface with g(M) = 0 ,
then we have W (x) :=

∫

Σ
H2 dA ≥ 4π, and equality holds if and only

if x(M) is a round sphere.

Remark 2.1. Above result without condition g(M) = 0 was known in
old literature before Willmore’s paper.

Theorem 6 (Anchor Tori). Tori T 2(a, b) : (
√

x2 + y2 − b)2 + z2 = a2,
where b > a > 0, satiffies: W (x) ≥ 2π2, and equality holds if and only
if b =

√
2a .

Conjecture 2 (Willmore Conjecture,1965). Let T 2 be a toplological
tori( i.e., g = 1), x : T 2 → R3 be a surface, then

W (x) =

∫

x(T 2)

H2 dA ≥ 2π2,

and equality holds if and only if x(T 2) is conformal to T 2(a,
√

2a) .

Conjecture 3 (Willmore Conjecture). Let x : T 2 →֒ S3(1) be a com-
pact surface with g(T 2) = 1, the mean curvature is H, then

W (x) =

∫

x(T 2)

[H2 + 1] dA ≥ 2π2,

and equality holds if and only if x(T 2) is conformal to Clifford torus
S1( 1√

2
) × S1( 1√

2
).

In February 2012, Fernando Marques of IMPA in Brazil and And-
re Neves of Imperial College London solved this conjecture. See their
paper [13].

3. Lawson Conjecture

In 1970, H. B. Lawson [12] conjectured that

Conjecture 4 (Lawson conjecture, 1970). The only embedded minimal
torus in S3 is the Clifford torus S1( 1√

2
) × S1( 1√

2
).
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In March 2012, Simon Brendle in Stanford University solved this
conjecture. See his paper [4].

4. Pinkall-Sterling Conjecture and our Theorem

In 1989, Pinkall and Sterling conjectured that

Conjecture 5 (Pinkall-Sterling conjecture, 1989). All embedded CMC
tori in S3 are surfaces of revolution.

In April 2012, Ben Andrews and I confirm this conjecture. Moreover
we gave a complete classification of such embedded tori. See our paper
[3].

Theorem 7 (Main Theorem (Andrews-Li,2012)).

(1) Every embedded CMC torus Σ in S3 is a surface of rotation.
(2) If H ∈ {0, 1√

3
,− 1√

3
} then every embedded torus with mean cur-

vature H is congruent to the Clifford torus.
(3) If Σ is an embedded CMC torus which is not congruent to a

Clifford torus, then there exists a maximal integer m ≥ 2 such
that Σ has m-fold symmetry.

(4) For given m ≥ 2, there exists at most one such CMC torus (up
to congruence).

(5) For given m ≥ 2, there exists an embedded CMC torus with
mean curvature H and maximal symmetry S1 × Zm if |H| lies

strictly between cot π
m

and m2−2
2
√

m2−1
.

Remark 4.1.

(1) The case H = 0 is the Lawson conjecture which was proved by
Brendle. The rigidity appearing for H = ± 1√

3
is unexpected.

(2) For H 6= {0, 1√
3
,− 1√

3
} and is not Clifford torus, CMC embedded

tori are the analogues of Delaunay Surface in R3. Number of
these CMC embedded tori depends on the value of H.

(3) The embeddedness assumption in Main Theorem is crucial:
There exists an infinite family of non-rotationally symmetric
immersed CMC tori in S3.

5. Outline of the proof of Theroem 7

To prove our theorem, we use the non-collapsing argument origina-
ting from [2], together with the modifications introduced by Brendle
[4].
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In 2011, Ben Andrews [2] gave a direct proof of the non-collapsing
result (due to W. M. Sheng and X.J. Wang [17]) for mean-convex hy-
persurface in Rn+1 moving under the mean curvature flow:

Definition 1 (δ-non-collapsing). For δ > o, an embedded compact
mean-convex hypersurface M ⊂ Rn+1 is called δ-non-collapsing, if for
every point x of M there is a sphere of radius δ/H(x) enclosed by M
which touches M at x.

Theorem 8 (Non-collapsing result). For any embedded compact mean-
convex hypersurface M ⊂ Rn+1 moving under the mean curvature flow,
δ-non-collapsing is preserved if the initial embedded compact mean-
convex hypersurface is δ-non-collapsing.

Ben Andrews observed that the noncollapsing condition is equivalent
to that Z : M × M → R satisfies

Z(x, y) =
H(x)

δ
‖F (y) − F (x)‖2 + 〈F (y) − F (x), ν(x)〉 ≥ 0 (5.1)

for (x, y) ∈ M ×M and ν(x) is an unit outward normal vector of F (x).
This function was shown to admit a maximum principle argument to
preserve initial non-negativity.

The idea of working with functions of pairs of points was in turn in-
spired by earlier work of Huisken and Hamilton for the curve shortening
flow and for Ricci flow on surfaces. See [7, 8, 11].

The key geometric idea in the non-collapsing argument is to com-
pare the curvature of enclosed balls touching the surface to a suitable
function at the touching point.

Let Mn = F (Σn) be an embedded hypersurface in Sn+1 ⊂ Rn+2

given by an embedding F , and bounding a region Ω ⊂ Sn+1.
The ball in Sn+1 with boundary curvature Φ which is tangent to

F (Σ) at the point F (x) is B = BΦ−1(p), where p = F (x) − Φ−1ν(x),
and ν is the unit normal to F (Σ) at F (x) in Sn+1 which points out of
Ω.

The statement that this ball lies entirely in Ω is equivalent to the
statement that for any y ∈ Σ, ‖F (y)−p‖2 ≥ Φ−2, which can be written
as follows:

‖F (y) − (F (x) − Φ−1ν(x))‖2 − Φ−2 ≥ 0.

This is equivalent to

Z(Φ, x, y) :=
Φ(x)

2
‖F (y) − F (x)‖2 + 〈F (y) − F (x), ν(x)〉 ≥ 0. (5.2)
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Since F (x), F (y) ∈ Sn+1 we have ‖F (x)‖2 = ‖F (y)‖2 = 1 and
〈F (x), ν(x)〉 = 0, so that

Z(Φ, x, y) = Φ(x)(1 − F (x) · F (y)) + 〈F (y), ν(x)〉. (5.3)

We call the smallest Φ(x) for Z(Φ, x, y) ≥ 0 the interior ball curva-
ture of the surface at x, and denote it by Φ̄(x).

The case H = 0 was proved by Brendle [4], so we assume that H > 0.
We denote by λ(x) = λ1(x) the largest principal curvature at x, and
by µ(x) = λ(x) − H.

The first step of the proof of the main theorem is that for an embed-
ded CMC torus in S3 we always has Φ̄(x) = λ(x). That is, we have for
any x ∈ Σ and y ∈ Σ

Z(λ, x, y) = λ(x)(1 − F (x) · F (y)) + 〈F (y), ν(x)〉 ≥ 0. (5.4)

Now we choose

Φ(x) = κµ(x) + H

where κ is a positive constant. We require the following Simons’ iden-
tity:

Proposition 9. Suppose that F : Σ → S3 is an embedded CMC torus
in S3. Then the function µ is strictly positive and satisfies

∆µ − |∇µ|2
µ

+ 2(µ2 − 1 − H2)µ = 0.

Since Σ is compact and embedded, for sufficiently large κ, then
Z(κµ + H, x, y) is non-negative.

Along any geodesic γ(s) in Σ through x we have

Z(κµ + H, x, γ(s)) =
1

2
(κµ + H − hx(γ

′, γ′)) s2 + O(s3).

Choose γ′(0) to be in the direction of the largest principal curvature,
so that hx(γ

′, γ′) = λ = H + µ. Then

Z(κµ + H, x, γ(s)) =
1

2
(κ − 1)µs2 + O(s3)

If κ < 1, Z takes negative values for small s.

If κ > 1, Z is positive in a neighbourhood of the diagonal {(x, x) :
x ∈ Σ} in Σ × Σ.
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We choose

κ̄ = inf{κ > 0 : Z(κµ + H, x, y) ≥ 0 for all x, y ∈ Σ}
Then 1 ≤ κ̄ < ∞. If κ̄ > 1, then there must exist (x̄, ȳ) in Σ×Σ with
x̄ 6= ȳ such that Z(x̄, ȳ) = 0, while Z(x, y) ≥ 0 for every (x, y) ∈ Σ×Σ.
Here we write Z(x, y) = Z(κ̄µ + H, x, y).

Then the second derivatives of Z are non-negative at (x̄, ȳ). However,
by a delicate calculation and using Proposition 9, we have in normal
coordinates of x̄ and ȳ

2
∑

i=1

(

∂

∂xi

+
∂

∂yi

)2 ∣

∣

∣

∣

(x̄,ȳ)

Z ≤ −(κ̄2 − 1)d2µ2H < 0, (5.5)

which is a contradiction. So we conclude that κ̄ = 1 and Φ̄(x) = λ(x),
that is, for any x ∈ Σ and y ∈ Σ

Z(λ, x, y) = λ(x)(1 − F (x) · F (y)) + 〈F (y), ν(x)〉 ≥ 0. (5.6)

The second step of the proof is to prove the following Proposition:

Proposition 10. Let F : Σ → S3 be a CMC embedding for which
Z(λ(x), x, y) ≥ 0 for every x, y ∈ Σ (equivalently, Φ̄(x) = λ(x) every-
where). Then Σ is rotationally symmetric.

Since Σ is a CMC torus and therefore has no umbilical points, we
have global smooth eigenvector fields e1 and e2 such that h(e1, e1) =
λ1 = λ and h(e2, e2) = λ2 = 2H − λ, and h(e1, e2) = 0. We can
deduce that (∇e1

h)(e1, e1) = 0, and consequently also (∇e1
h)(e2, e2) =

0 everywhere on Σ. So that e1λ = 0 and then e1µ = 0.

Remark 5.1. If H = 0, we also have (∇e2
h)(e2, e2) = 0 by changing e1

with e2, ν(x) into −ν(x), we have that h is parallel, so M = S1 × S1.

From the Codazzi equations and H = constant, we have

∇e1
e1 =

e2(µ)

2µ
e2, ∇e2

e1 = 0. (5.7)

∇e2
e2 = 0, ∇e1

e2 = −e2(µ)

2µ
e1. (5.8)

It follows from (5.8) that the flow lines of e2 are geodesic in Σ.
Writing

w = µ− 1

2 , (5.9)

From the Gauss equation, we get

1

w
e2(e2(w)) − 1

w4
+ H2 + 1 = 0. (5.10)
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Multiplying (5.10) by 2we2(w), we obtain

[e2(w)]2 + w−2 + (1 + H2)w2 = C1, (5.11)

where C1 is a constant.
Let us fix a point x0 ∈ M , and denote by σ(u) the geodesic in Σ such

that σ(0) = x0 and σ′(0) = e2(x0). We write g(u) = w(σ(u)). Equation
(5.11) implies that

(g′)2 + g−2 + (1 + H2)g2 + 2H = C (5.12)

where C is a constant greater than 2(H +
√

1 + H2) and C = C1 +2H.
The polynomial

ξ(s) = Cs2 − 1 − (1 + H2)s4 − 2Hs2 (5.13)

is positive on an interval (t1, t2) with 0 < t1 < t2 and ξ(t1) = ξ(t2) = 0.
The roots can be explicitly calculated:

t1 =

√

C − 2H −
√

C2 − 4HC − 4

2(1 + H2)
,

t2 =

√

C − 2H +
√

C2 − 4HC − 4

2(1 + H2)
.

(5.14)

We have that g is a periodic function with period

T = 2

∫ t2

t1

t
√

(C − 2H)t2 − 1 − (1 + H2)t4
dt.

We can solve g(u) from (24)

g(u) =

√

C − 2H +
√

C2 − 4 − 4HCsin(2
√

1 + H2u)

2(1 + H2)
.

From the expression of g(u), we get that its period T = π√
1+H2

.

Lemma 11. The vector fields e2 and e1√
µ

commute.

Lemma 12. The plane Π⊥ generated by the vectors e1 and ∇̄e1
e1 is

constant on Σ.

We parametrize Σ by two parameters s and u so that (0, 0) corre-
sponds to the point x0 ∈ Σ, ∂x

∂u
= E2 = e2, and ∂x

∂s
= E1 = e1√

µ
.

Through delicate analysis, we can solve

F (u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v,
√

1 − r2(u) cos θ(u),
√

1 − r2(u) sin θ(u))
(5.15)
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where 0 ≤ v < 2π, 0 ≤ u < mπ√
1+H2

and m is some positive integer,

where

θ(u) =

∫ u

0

r(τ)(µ(τ) + H)

1 − r2(u)
dτ)

r(u) =
µ−1/2

√
C

=

√

C − 2H +
√

C2 − 4 − 4HCsin(2
√

1 + H2u)

2(1 + H2)C
.

where C is the constant in (5.12). Note that g, r only depends on u,
since e1(µ) = 0. This completes the proof of Proposition 10.

The third step of the proof is proving that the period function
K(H, C) is monotone in C, where

K(H, C) =

∫

t
2

2

C

t2
1

C

(Hu + C−1)
√

u(1 − u)
√

−u2(1 + H2) + (1 − 2HC−1)u − C−2)
du,

where C is a constant greater than 2(H +
√

1 + H2) and t1 and t2 are
defined by (5.14).

The following result due to Otsuki and Perdomo:

Proposition 13. Suppose that F : Σ → S3 is a rotational torus in S3,
which is not a Clifford torus and is given by (5.15) Then F (Σ) is an
embedded torus if and only if

K(H, C) =
2π

m
(5.16)

for some positive integer m.

The following result is due to Perdomo [15]

Proposition 14. If H 6= 0,± 1√
3
, there exist compact embedded tori

in S3 with constant mean curvature H, which are not Clifford tori. In
fact, for any integer m ≥ 2, if H satisfies

cot
π

m
< H <

m2 − 2

2
√

m2 − 1
, (5.17)

then there exists a compact embedded torus in S3 with constant mean
curvature H whose isometry group contains O(2) × Zm which is not a
Clifford torus.

We can prove the following result

Proposition 15. For any nonnegative real number H, K(H, C) is mo-
notone decreasing in 2(H +

√
1 + H2) < C < ∞.
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When H = 0, proposition 15 was proved by T. Otsuki [14] in 1993.

By Proposition 10, every embedded CMC torus is a surface of rotati-
on, and the other statements can be checked (see our paper in details).
So we can complete the proof of Main Theorem.

If H = ± 1√
3
, we can assume H = 1√

3
by reversing the unit normal

vector if necessary. In this case K( 1√
3
, C) takes values for 2

√
3 < C < ∞

in the range
2

3
π < K(

1√
3
, C) < π, (5.18)

thus there exists no integer m ≥ 2 such that K( 1√
3
, C) = 2π

m
, and

consequently there are no compact embedded torus in S3 with H = 1√
3
,

other than the Clifford torus.
For all other values of H there exists some m such that equation

(5.16) holds for some C, and consequently there always exist embedded
CMC tori which are not congruent to Clifford tori. The number of these
(up to congruence) is precisely the number of values of m for which
(5.17) holds.

This completes the proof of the main theorem.

6. Related Problems and References

Problem 1. What are analogues of Lawson conjectures and Pinkall-
Sterling Conjectures for higher dimensional hypersurfaces in Sn+1?

Theorem 16 (Otsuki, 1970s). Let x : M → Sn+1 be an n-dimensional
embedded minimal hypersurface of revolution, then M = Sn or M =
S1 × Sn−1.

Remark 6.1. Andrews-Huang-Li have given a new proof of above Theo-
rem by non-collapsing arguments. We note that there are many embed-
ded minimal isoparametric hypersurfaces.

Problem 2. How about some embedded Weingarten surfaces in S3?
See Brendle’s paper [5].

Problem 3. Classify embedded minimal Lagrangian tori in CP2 and
CH2, respectively.

Problem 4. Classify embedded CMC tori in S2 × R.

Problem 5. Classify embedded CMC tori in 3-dimensional Berger
sphere S3

b .
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フィンスラー多様体の旗曲率と位相の関係 (角度の観点から)1

近藤 慶2

1 原点
大域リーマン幾何学、すなわちリーマン多様体の曲率と位相の関係を研究する際、現在
も測地線論の立場から応用され続けている強力な定理は、トポノゴフの比較定理(TCT)

である。簡単のために、Xを非負曲率非コンパクト完備リーマン多様体とする。X上
に勝手な測地三角形△(xyz)を描いたとき、△(xyz)に対応する辺の長さが等しい測地
三角形 ˜△(x̃ỹz̃)をR2上にも描く事が出来、かつ△(xyz)の各頂点 x, y, zにおける各内
角∠x, ∠y, ∠zが∠x ≥ ∠x̃, ∠y ≥ ∠ỹ, ∠z ≥ ∠z̃を満たすという主張がTCTであった3。
なぜTCTが測地線論者に重宝され続けられているのか？その原点は、グローヴと塩
濱の直径球面定理 ([GS])の証明におけるシンプルかつシリアスな扱われ方にある。す
なわち、彼らは距離関数の臨界点を定義し、その理論展開においてTCTを併用させる
ことにより、距離関数の解析的障害を克服したのである。少し詳しく述べる。点x ∈ X

を完備リーマン多様体X上の点 p ∈ Xに対する距離関数 dpの臨界点4とすると、臨界
点の定義により、xは pの切断点である。従って、dpは xで微分不可能である。そこ
で、彼らは、その xを一つの頂点として持ち、かつ xにおける内角が∠(pxy) ≤ π/2で
ある測地三角形△(pxy) ⊂ Xを描き、TCTを△(pxy)に適用しその解析的障害を克服
した。ここで大切なことは、抽象的な対象Xに絵を描くという直接的な (手で触る)手
法が確立されたということである。実際、グロモフは距離関数の臨界点理論をイソト
ピー命題として純化し、断面曲率がある負の定数で下から押さえられたコンパクト・
リーマン多様体のありとあらゆるリーマンならではの特性に目をつけ、TCTとその命
題を応用し、有名なベッチ数の総和の評価を得ている ([G])。

このように、測地線論の立場からグローヴと塩濱以降の測地線論を展開し、曲率と
位相の関係を研究する際にTCTを避けて通ることは出来ない。従って、本講演におい
て、フィンスラー幾何学におけるTCTの解説から始めなければ、フィンスラー多様体
の曲率と位相の関係を紹介することは出来ない。

2 フィンスラーでTCTを確立する際の障害は何か？
最近、フィンスラー多様体上でTCTを角度の観点から初めて確立した ([KOT1], [K])。
我々のTCTが「初」となったフィンスラー幾何学固有の要因、つまりリーマン幾何学
にはない障害、を説明しなければ、我々のTCTが持つ仮定の意味、およびその応用に
よって得られる結果に課せられた仮定さえも誤解してとらえられる可能性がある。そ
こで、本章では、TCTを確立する際の障害について述べる。

1第 60 回幾何学シンポジウム (2013年 8月 25日), 基調講演
2東海大理, e-mail: keikondo@keyaki.cc.u-tokai.ac.jp
3断面曲率が 1以上または −1以上であるときも TCTは成立する。参照空間はそれぞれ S2, H2(−1)

である。
4点 x ∈ X が dpの臨界点である (または pに対する臨界点である)とは、全ての v ∈ TxX \ {0}に対

し、∠(v, γ̇(0)) ≤ π/2を満たす xと pを結ぶ最短測地線 γ が存在するときをいう。
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2.1 定義を若干
以下、(M,F )をフィンスラー構造 F : TM −→ [0,∞)を持つ前向き完備連結 n次元

C∞フィンスラー多様体M とする5。M が可逆 (または F が可逆)であるとは、任意の
v ∈ TM \ {0}に対しF (−v) = F (v)であるときをいう。そうではないときMを非可逆
(または F を非可逆)と呼ぶ。F の強凸性により、v ∈ TxM \ {0}方向のリーマン計量

gv

が定義される6。ここで大切な事は gvの単位球面Sn−1(1)はF の単位球面 Sn−1(1)(対称
性はないが凸)と v/F (v)で 2次まで接するということである (図 1)。

図 1: 接するイメージ

従って、gv(v, v) = F (v)2であるが、各点 x ∈ M における各方向 v ∈ TxM と任意の
w ∈ TxM に対し、F (w)2 ≥ gv(w,w)のときもあれば gv(w,w) ≥ F (w)2のときもある。
このF と gvの違いは、比較幾何における参照空間 (回転面モデル)のねじれ関数の単調
性と深く関わってくる (詳しくは第 3章にて)。
更に、x, y ∈ M に対し、xから yヘの距離を

d(x, y) := inf

{
∫ 1

0

F (ċ)dt

∣

∣

∣

∣

c : [0, 1]
C1

−→ M, c(0) = x, c(1) = y

}

と定義する。dは三角不等式を満たすが、F が可逆でなければ対称性を持たない。

2.2 距離の非対称性が障害か？
リーマン多様体上の各点における接空間でリーマン計量に関しコーシー・シュワル
ツの不等式が成立するので、余弦、つまり角度を定義できた。これは、距離に関する

5「前向き完備」とは、任意の測地線 γ : [0, l] −→ M が [0,∞)まで拡張出来るときをいう。
6F の定義より (ミンコフスキ・ノルムなので)、n次対称行列

gij(v) =
1

2

∂2(F 2)

∂vi∂vj
(v), ∀v ∈ TM \ {0}

は正定値である。そこで、TxM 上の内積 gv を

gv





n
∑

i=1

a
i ∂

∂xi
,

n
∑

j=1

b
j ∂

∂xj



 :=
n

∑

i,j=1

a
i
b
j
gij(v)

と定める。
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第一変分公式の立場に立てば、リーマン多様体上の 3点 p, x, yに対し不等式

(2.1) |d(p, x) − d(p, y)| ≤ d(x, y)

が成立するから角度を定義出来ていたと言い換えることが出来る。
ところが、上述の通り一般のフィンスラー多様体 (M,F )において dは非対称である
から、一般に (2.1)は成立しない。そこで、

dm(x, y) := max{d(x, y), d(y, x)}

と新しい距離を導入する。すると、dmの対称性により、異なる 3点 p, x, y ∈ Mに対し、

(2.2) |d(p, x) − d(p, y)| ≤ dm(x, y) ⇐⇒ −1 ≤ d(p, x) − d(p, y)

dm(x, y)
≤ 1

を得る。よって、余弦の値域と同じなので、「角度」を定義出来る。

定義 2.1 ([KOT1]) p ∈ M を固定する。pを通らない速度 1 (F (ċ) ≡ 1) の最短測地線
分を c : [0, a] −→ M で表すとき、

(2.3) cos
−→
∠

(

pc(s)c(a)
)

:= − lim
h↓0

d(p, c(s + h)) − d(p, c(s))

dm(c(s), c(s + h))
(s ∈ [0, a)),

(2.4) cos
←−
∠

(

pc(s)c(0)
)

:= lim
h↓0

d(p, c(s)) − d(p, c(s − h))

dm(c(s − h), c(s))
, (s ∈ (0, a])

によって定義される角度−→
∠ (pc(s)c(a))と←−

∠ (pc(s)c(0))をそれぞれ点 c(s)における前向
き角度、後ろ向き角度と呼ぶ。

図 2: 前向き角度

注意 2.2 λ := max{1, F (−ċ(s))} (F (ċ) ≡ 1に注意) とおくとき、(2.3)と (2.4)の具体
的な極限値は、それぞれ

(2.5) lim
h↓0

d(p, c(s + h)) − d(p, c(s))

dm(c(s), c(s + h))
=

1

λ
min

{

gv

(

v, ċ(s)
)

| v ∈ Gp

(

c(s)
)}

(2.6) lim
h↓0

d(p, c(s)) − d(p, c(s − h))

dm(c(s − h), c(s))
=

1

λ
max

{

gv

(

v, ċ(s)
)
∣

∣ v ∈ Gp

(

c(s)
)}

となる ([KOT1, Lemma 2.2])。ここで、

(2.7) Gp(x) := {µ̇(l) ∈ TxM |µは p = µ(0)から x = µ(l)への最短測地線 }

である。
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定義 2.3 ([KOT1]) 異なる 3点 p, x, y ∈ M に対し、γを pから xへの、σを pから yへ
の、cを xから yへの、それぞれが F に関し速度 1の測地線分とする (図 3)。これら向
きも込めた 3線分 γ, σ, cによって構成される測地三角形を (pからの)前向き三角形と
呼び、

△(−→px,−→py) := (p, x, y; γ, σ, c)

で表す。線分 cの向きを考慮し、△(−→px,−→py)の各頂点 x, yにおける内角を、それぞれ前
向きと後ろ向き角度を用いて、

−→
∠x :=

−→
∠ (pxy),

←−
∠y :=

←−
∠ (pyx)

と定義する。

図 3: 前向き三角形と内角

注意 2.4 古くからフィンスラー多様体上の「角度」の定義は色々と試みられたが、比較
定理における角度として、つまり測地三角形と角度の組として機能する定義は、我々
の定義 2.1 が初と言える。では、

(2.8) 比較定理において測地三角形との組として機能する角度

とはどういうことであろうか。その答えは我々測地線論者がリーマン幾何学において
TCTの証明で使う測地三角形の張り合わせのテクニックの中にある。以下、このこと
を説明しよう：(M,F, p)上の前向き三角形△(−→px,−→py)を図 4の様に分割する。

図 4: 分割

このとき、どのような角度の定義であれ、図 4の角度 αと βが (少なくとも)次の不等
式を満たさなくてはいけない。

(2.9) α + β ≤ π

52



定義 2.1は (2.9)を満たすことに注意。それでは、なぜ (2.9)が (2.8)の為に必要とされ
るのか。簡単のためにMの曲率 (正確には旗曲率7)が非負とし、F が可逆と仮定する。
ここで、参照空間は R2である。今、△(−→px,−→py)を図 5の様に細長い前向き三角形達に
分割する。更に、各細長い三角形に対しTCTをなんとか証明出来たと仮定する8。

図 5: 細長く分割

この仮定により、各細長い三角形 △(−→pxi,
−−−→pxi+1)に対応する辺の長さが等しい測地三

角形 ˜△(p̃x̃ix̃i+1)を R2 上に描け、かつ△(−→pxi,
−−−→pxi+1)の各頂点 xi, xi+1 は

−→
∠xi ≥ ∠x̃i,←−

∠xi+1 ≥ ∠x̃i+1を満たす。よって、各点 xiは (2.9)、すなわち、←−
∠xi +

−→
∠xi ≤ πを満

たすので、R2上で各 ˜△(p̃x̃ix̃i+1)を (長さの等しい辺 p̃ix̃i同士を)張り合わせ、図 6の
様な凸集合を得る。

図 6: R2上の凸集合

この凸集合が大切なのである。と言うのは凸性により、△(−→px,−→py)に対応する辺の長さ
が等しい測地三角形で−→

∠x ≥ ∠x̃,
←−
∠y ≥ ∠ỹ を満たす ˜△(p̃x̃ỹ)を図 7の様に見つけてく

ることが出来るからである。

従って、注意 2.4より、TCTを証明する際に大切なことは

細長い三角形に対しTCTを証明すること

である。しかし、これが実に難しく、リーマン幾何的手法に立ったとき、フィンスラー
特有のどうしようもない大きな障害 (個性)にぶち当たる。

7gv によって定義される断面曲率である。正確な定義は定義 3.6。
8この状況で、TCTが全ての細長い三角形に対し成立するとは限らない。反例は例 3.12 を参照。
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図 7: ˜△(p̃x̃ỹ)を見つける。

2.3 障害は共変微分である。
見出しの通りである。早速、定義から入ろう。

定義 2.5 v ∈ TxM \ {0}を参照ベクトルとする w ∈ TxM によるC∞-ベクトル場X =
∑n

i=1 X i(∂/∂xi) の共変微分を

(2.10) Dv
wX(x) :=

n
∑

i,j=1

{

wj ∂X i

∂xj
(x) +

n
∑

k=1

Γi
jk(v)wjXk(x)

}

∂

∂xi

∣

∣

∣

∣

x

と定義する。

注意 2.6 (2.10)のΓi
jkがMの点のみに依存するとき、Mはべルワルド空間と呼ばれる。

注意 2.7 (太田の警告) 任意の x ∈ M を固定し、V を V (x) = vを満たす xの開近傍上
のベクトル場とする。このとき、(2.10)の共変微分の代わりに V によるリーマン計量
gV についてのDgV

w X(x)を考えると、DgV

w X(x)とDv
wX(x)が一致するには、V の積分

曲線が測地線であり、かつX(x) = vまたはw = vであることが必要十分である ([O])。
すなわち、

「gvを用いいて何でもかんでもリーマン幾何に帰着できるわけではない」

と警告している。

この注意 2.7 を測地線に関して書き下すと、

(a) c : [0, a] −→ M が測地線であるための必要十分条件はDċ
ċ ċ ≡ 0である。

(b) c : (−a, a) −→ M をその速さが 1(F (ċ) ≡ 1)である測地線とし、s ∈ (−a, a)を固
定する。このとき、v 6= ċ(s)を満たす v ∈ TxM (x := c(s))に対し、F が可逆だと
しても、一般に

Dv
ċ ċ 6= 0
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が成り立つ。つまり、

(2.11) gv(ċ(s), ċ(s)) 6= 1

が起こり得る。

この (2.11)が、フィンスラー多様体の曲率と位相の関係を研究する際に、リーマン
幾何学的手法にのっとった第二変分公式の応用に大きな障害を与え、リーマン幾何学
との本質的な違いの一つを与えている。これを以下に視てみよう：

例 2.8 任意の q ∈ M \ (Cut(p) ∪ {p})を固定する。ここで、Cut(p)は pの切断跡を
表す。B−

2r(q) ∩ (Cut(p) ∪ {p}) = ∅、かつ B±

r (q) := B+
r (q) ∩ B−

r (q)が測地的凸集合
となるように r > 0を十分小さくとる。ここで、B+

r (q) := {x ∈ M | d(q, x) ≤ r},
B−

r (q) := {x ∈ M | d(x, q) ≤ r}である。c : (−ε, ε) −→ B±

r (q)を速度が 1 (F (ċ(s)) = 1)

の最短測地線とすると、rの取り方により、C∞-測地変分

ϕ(t, s) := expp

(

t

l
exp−1

p

(

c(s)
)

)

, ∀(t, s) ∈ [0, l] × (−ε, ε)

を得る。ここで l := d(p, c(0))とする。x := c(0) 6∈ Cut(p)なので、p = γ(0)から出る
x = γ(l)への最短測地線 γ : [0, l] −→ M がただ一つ存在する。このとき、γに沿った
ジャコビ場

J(t) :=
∂ϕ

∂s
(t, 0), J(0) = 0, J(l) = ċ(0)

を得る。また γ̇(t)に対する J(t)の gγ̇-直交成分は

(2.12) J⊥(t) := J(t) − gγ̇(l)(γ̇(l), ċ(0))

l
tγ̇(t)

となる ([KOT1, Lemma 3.2])。xにおける γ̇(l)と ċ(0)のなす角をω で表す、すなわち、

ω := π −−→
∠ (pc(0)c(ε))

である。すると、(2.5)と (2.6)より、gγ̇(l)(γ̇(l), ċ(0)) = λ cos ωとなるので、(2.12)から

(2.13) gγ̇(l)(J
⊥(l), J⊥(l)) = gγ̇(l)(ċ(0), ċ(0)) − (λ cos ω)2

を得る。ここで、λ = max{1, F (−ċ(s))}であった。以下、簡単のため λ = 1とすると、
(2.11)と (2.13)により、一般に、

(2.14) J⊥(t) 6= sin ωX(t)

である。ここで、Xは gγ̇(γ̇, X) ≡ 0, X(0) = 0, gγ̇(l)(X(l), X(l)) = 1を満たす γに沿っ
た適当なジャコビ場である。従って、M の曲率がある定数で下から押さえられている
状況で、リーマン幾何学的手法にのっとった第二変分公式を適応すると、(2.14)のため
に参照空間との変分の長さの差 (指数型の差)においてリーマン・ケースにはない誤差
が生まれる。これをいかに凌ぐかは、第 3章の注意 3.15を参照。
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3 TCT

後述するフィンスラー幾何における断面曲率、すなわち旗曲率は gvによる断面曲率
であるから、方向 vに依存する。一方、リーマン幾何における放射 (断面)曲率は、基
点から出る最短測地線の速度ベクトルとそれに一次独立なベクトルで張られる 2次元
線形空間に制限した断面曲率であった。従って、

旗曲率と放射曲率の幾何の明らかな類似性

を認めることが出来る！以下、放射曲率のマナーに従って話を進める。

3.1 定義と反例
定義 3.1 (˜M, p̃)が回転面モデルであるとは、完備単連結曲面˜Mのリーマン計量 ds̃2が
基点 p̃ ∈ ˜M の周りの測地的極座標

ds̃2 = dt2 + f(t)2dθ2, (t, θ) ∈ (0, l) × S1
p̃ (0 < l ≤ ∞)

で表されているときをいう。ここで、S1
p̃ := {v ∈ Tp̃

˜M | ‖v‖ = 1}であり、f : (0, l) −→ R

は滑らかな正値関数でジャコビ方程式 f ′′(t) + G(γ̃(t))f(t) = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1を
満たすものとする。ガウス曲率G(γ̃(t))は基点 p̃から出る (任意の)子午線 γ̃に沿った
˜M の放射曲率関数と呼ばれる。以下において、簡単のためG(t) := G(γ̃(t))とする。

注意 3.2 もし f(t) = t, sin t, sinh tならば、それぞれ ˜M = R2, S2, H2(−1)となる。

定義 3.3 Gが単調減少関数であるとき、(˜M, p̃)をマンゴルト回転面と呼ぶ。

注意 3.4 マンゴルト回転面 (˜M, p̃)の点 x̃ 6= p̃の Cut(x̃)は、空集合、または子午線
θ−1(θ(x̃) + π)に含まれる半直線である ([T])。

例 3.5 (1) 球面のみが滑らかなコンパクト・マンゴルト回転面であり、さもなくば
limt↑l f(t) = 0かつ limt↑l f

′(t) > −1 であるから、コンパクト・マンゴルト回転面は
アレクサンドロフ空間である。つまり、その様な (˜M, p̃)は p̃からの最大距離 d(p̃, q̃) = l

を満たす点 q̃ ∈ ˜M で特異点を持つ。
(2)回転放物面や二葉双曲面 (の連結成分)は非コンパクト・マンゴルト回転面の代表的な
例である。変則的なマンゴルト回転面の例は、f(t) := e−t2 tanh tのときで、limt↓0 G(t) =

8かつ limt→∞ G(t) = −∞を満たす ([KT1, Example 1.2])。

以下、(M,F, p)を滑らかな前向き完備連結 C∞フィンスラー多様体 (M,F )と基点
p ∈ M の組とする。このとき、リーマン計量 gvによって「断面曲率」を定義出来る。

定義 3.6 一次独立なベクトル v, w ∈ TxM \ {0}に対し、

KM(v, w) :=
gv(R

v(w, v)v, w)

gv(v, v)gv(w,w) − gv(v, w)2

を旗曲率と呼ぶ。ここで、Rvはチャーン接続から定義される曲率テンソルを表す (詳
細は [BCS, §3.9])を参照)。
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定義 3.7 M の (pに関する)放射旗曲率が (˜M, p̃)の放射曲率関数で下から押さえられ
ているとは、pから出る速度 1 (F (µ̇) ≡ 1) の任意の最短測地線 µ : [0, l) −→ M に沿っ
て、旗曲率KM が、

(3.1) KM

(

µ̇(t), w
)

≥ G(t), ∀t ∈ [0, l), ∀w ∈ Tµ(t)M

を満たすときをいう。ここで、w ∈ Tµ(t)M は µ̇(t)に対し一次独立とする。

注意 3.8 以下、M が満たす条件として「M の (pに関する)放射旗曲率が (˜M, p̃)の放
射曲率関数で下から押さえられている」と述べるのは長く煩わしいので、省略形とし
て、(3.1)を用いて単純に

Kp(µ̇(t)) ≥ G(t)

で表す。ここで、Kp(µ̇(t)) := KM

(

µ̇(t), w
)

, ∀t ∈ [0, l), ∀w ∈ Tµ(t)M である。

定義 3.9 v, w ∈ TxM \ {0}に対し、

TM(v, w) := gX

(

DY
Y Y (x) − DX

Y Y (x), X(x)
)

を接曲率と呼ぶ。ここで、X,Y は v, wの局所拡張である。

注意 3.10 M がべルワルド空間であるための必要十分条件は、TM ≡ 0である ([S2])。

定義 3.11 MがKp(µ̇(t)) ≥ G(t)を満たすとする。このとき、測地三角形△(p̃x̃ỹ) ⊂ ˜M

が前向き三角形△(−→px,−→py) = (p, x, y; γ, σ, c) ⊂ M に対する比較三角形であるとは、

d̃(p̃, x̃) = d(p, x), d̃(p̃, ỹ) = d(p, y), d̃(x̃, ỹ) = Lm(c)

を満たすときをいう。ここで、

Lm(c) :=

∫ d(x, y)

0

max{F (ċ), F (−ċ)}ds

である。Lm(c)を採用する理由は注意 3.15で後述する。

△(−→px,−→py) ⊂ Mに対する比較三角形△(p̃x̃ỹ) ⊂ ˜Mを描けるからといって、TCTが成
立するとは限らない。以下の例を見てみよう：

例 3.12 ([K, Example 2.5]) qを 2以上の十分大きい偶数とし、Mを lq-ノルムをもつR2

とする。この時、M はミンコフスキ空間である。p = (0, 0), x = (1, 0), y = (0, 1) ∈ M

とし、xと yを結ぶ測地線分を c(t) = (1 − t, t)で表すと、qは十分大きいので pから
c(t)への距離は速く減る。すなわち、x, yにおける内角は殆ど 0である。一方、測地三
角形△(−→px,−→py)は殆ど正三角形であり、M の旗曲率が恒等的に 0であることから、R2

上に対応する辺の長さが△(−→px,−→py)と等しい測地三角形を△(p̃x̃ỹ)を描くと、△(p̃x̃ỹ)

も殆ど正三角形なので∠x < ∠x̃、かつ∠y < ∠ỹとなり、TCTは成立しない。

従って、フィンスラー幾何において、TCTはかなり強い制限を受けることが分かる。
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3.2 曲率が一定でない回転面モデルの場合のTCT

初めに、Gが必ずしも一定でない回転面モデルが参照空間である場合を紹介する。

定理 3.13 ([KOT1, Theorem 1.2]) (˜M, p̃)を非コンパクト・マンゴルト回転面とし、あ
る唯一の ρ ∈ (0,∞)に対し、f ′(ρ) = 0を満たすものとする。この (˜M, p̃)に対し、滑ら
かな前向き完備連結フィンスラー多様体 (M,F, p)がKp(µ̇(t)) ≥ G(t)を満たすと仮定
する。次の 4条件を満たす前向き三角形△(−→px,−→py) = (p, x, y; γ, σ, c)をM に描く、す
なわち、cのある開近傍N (c)に対し、

(1) c([0, d(x, y)]) ⊂ M \ B+
ρ (p),

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(3) TM(v, w) = 0, ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(4) [0, d(x, y)]上で cの逆向き c̄(s) := c(d(x, y) − s)が測地線。

もしこの△(−→px,−→py)に対する比較三角形△(p̃x̃ỹ)を ˜M に描けるならば、
−→
∠x ≥ ∠x̃,

←−
∠y ≥ ∠ỹ

が成立する。ここで、Gp(z)は (2.7)である。

注意 3.14 定理 3.13の各条件について説明をする：(3)と (4)は、例えば、F がべルワ
ルド型であれば満たされる。注意 2.7から cは gvに関する測地線である必要はない。実
際、(3)から 0 = TM(v, ċ(s)) = −gv(D

v
ċ(s)ċ(s), v)なので、gv(D

v
ċ ċ, v) = 0 と言っている

に過ぎない。一般に、Dv
ċ ċ 6= Dgv

ċ ċ であった。また (3)は、˜M がリーマンである限りに
おいては自然な仮定である。なぜなら ˜M の接曲率は恒等的に 0だからである。Lm(c)

を採用した理由は、2つある。一つは c̄が最短とは限らないからである (勿論、c̄が最短
であれば、Lm(c) = dm(x, y)である)。もう一つの理由は角度の定義 (と細長い前向き三
角形の張り合わせ)のためである。(1)と (2)により、˜M \Bρ(p̃)の強凸性をM \B+

ρ (p)

に移植出来、結果、

(3.2) 十分細長い前向き三角形に対しTCTが成立する。

すなわち、(1)と (2)のおかげで、例 2.8で述べた共変微分の障害を克服出来るのであ
る。注意 3.15にて、如何様に共変微分の障害が克服されるのかを具体的に視て行こう。

注意 3.15 定理 3.13の条件のもと、例 2.8の状況を考える9。記号 ϕ, l, γ, J , ω, J⊥な
ど、全て例 2.8で定義されたものである。更に B+

ρ (p) ∩ B−

2r(q) = ∅を仮定し、ある適
当な θ ∈ (0, π/2)に対し ω ∈ [θ, π − θ]とする。今、マンゴルト回転面 (˜M, p̃)を、適当
な小さな定数 δ > 0に対し膨らませたものを (˜Mδ, õ)で表す、すなわち、(˜Mδ, õ)の計量
ds̃2

δ = dt2 + fδ(t)
2dθ2は、ジャコビ方程式 f ′′

δ + (G − δ)fδ = 0, fδ(0) = 0, f ′

δ(0) = 1 を
満たし、ユニークな ρδ ∈ (0,∞)に対し、f ′

δ(ρδ) = 0かつ l > ρδ を満たすものとする。
9本注において、あえて幾何的直感を優先したため、細かい記述に正確性を欠く部分がある。細かい

記述は論文 [KOT1]を参照されたい。
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この状況のもと、例 2.8と同様の変分を˜Mδに以下様に張る：d̃δ(õ, x̃) = lを満たす任意
の点 x̃ ∈ ˜Mδを固定し、õと x̃を結ぶ最短測地線 (子午線の部分弧)を γ̃ : [0, l] −→ ˜Mδ

で表す。c̃ : (−ε, ε) −→ ˜Mδを x̃ = c̃(0)を通り、かつ

(3.3) ∠
(

˙̃γ(l), ˙̃c(0)
)

= ω, ‖ ˙̃c‖ = λ = max
{

1, F
(

−ċ(0)
)}

を満たす最短測地線線分とする。ここで大切なことは、(3.3)における右の式 ‖ ˙̃c‖ = λ

である。この様に c̃の速度をとる事によって、

F の非可逆性も同時に取り扱うことが出来る。

と同時に、これが Lm(c)を採用する理由でもある (張り合わせのテクニックと角度の
定義の絶妙なバランスがここにある)。さて、(˜Mδ, õ)は回転面なので、C∞-測地変分
ϕ̃(t, s) := expõ

(

t
l
exp−1

õ

(

c̃(s)
))

, ∀(t, s) ∈ [0, l]×(−ε, ε)を張る事が出来、同時に γ̃に沿っ
たジャコビ場 ˜J(t) := ∂ eϕ

∂s
(t, 0), ˜J(0) = 0, ˜J(l) = ˙̃c(0)を得る。(2.12)と同様に ˜Jの ˙̃γ(t)に

対する直交成分 ˜J⊥(t) := ˜J(t)− 〈 ˙̃γ(l), ˙̃c(0)〉
l

t ˙̃γ(t)を得る。一方、˜Eを ˙̃γに直交する γ̃の沿った
平行単位ベクトル場とすると、˙̃γに直交する γ̃の沿ったジャコビ場 ˜X(t) := 1

fδ(l)
fδ(t) ˜E(t)

を新たに得る。このとき、˜J⊥(l) = ˙̃c(0)−λ cos ω · ˙̃γ(l) = ±λ sin ω · ˜E(l) = ±λ sin ω · ˜X(l)

に注意すると、ds̃2
δがリーマンであり、かつ ˜J⊥と ˜Xが共にジャコビ場であることから、

(3.4) ˜J⊥(t) = ±λ sin ω · ˜X(t), ∀t ∈ [0, l]

であることが分かる。この状況のもと、(3.2)を示すには、十分小さい適当な定数 ε0 ∈
(0, ε)に対し、

(3.5) L(s) := d(p, c(s)) ≤ ˜L(s) := d̃(õ, c̃(s)), ∀s ∈ (−ε0, ε0)

が言えればよい。実際、cが有界領域内にあることに注意しつつ、L(s)と ˜L(s)それぞ
れにテイラー展開を行い差をとると、ある定数C1 > 0が存在し、

(3.6) ˜L(s) − L(s) ≥ s2

2
{˜Il( ˜J⊥, ˜J⊥) − Il(J

⊥, J⊥)} − C1|s|3, ∀s ∈ (−ε, ε)

が成立する。ここで、Ilは γ|[0, l]に沿った指数型10を表す。更に、Kp(µ̇(t)) ≥ G(t) ≥
G(t)− δであるので、(3.4)と指数型に関する比較定理 ([BCS, Lemma 7.3.2]参照)より、

(3.7) ˜Il( ˜J⊥, ˜J⊥) − Il(J
⊥, J⊥) ≥ a˜Il( ˜X, ˜X) +

δ sin2 ω

fδ(l)2

∫ l

0

fδ(t)
2 dt

となる。ここで、a := (λ sin ω)2 − gγ̇(l)(J
⊥(l), J⊥(l))である。定理の条件 (2)より、

(3.8) gγ̇(l)(ċ(0), ċ(0)) ≥ λ2

10X と Y を γ|[0, l] に沿った C∞ ベクトル場とすると、Il は

Il(X,Y ) :=

∫ l

0

{

gγ̇(Dγ̇
γ̇X,D

γ̇
γ̇Y ) − gγ̇(Rγ̇(X, γ̇)γ̇, Y )

}

dt

と定義される。
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である11。(2.13)より、gγ̇(l)(J
⊥(l), J⊥(l)) = gγ̇(l)(ċ(0), ċ(0))− (λ cos ω)2であったので、

(3.8)より、

(3.9) a = (λ sin ω)2 − gγ̇(l)(J
⊥(l), J⊥(l)) = λ2 − gγ̇(l)(ċ(0), ċ(0)) ≤ 0

となる。一方、δは l > ρδを満たす様に小さくとっていたので、

(3.10) ˜Il( ˜X, ˜X) =
f ′

δ(l)

fδ(l)
< 0

となる (条件 (1)だからこその不等式)。(3.9)と (3.10)より、

a˜Il( ˜X, ˜X) ≥ 0

が成立する。よって、(3.7)より、ある定数C2 > 0が存在し、

˜Il( ˜J⊥, ˜J⊥) − Il(J
⊥, J⊥) ≥ δC2 sin2 ω

となる。ここが、(1)と (2)により˜M \Bρ(p̃)の強凸性がM \B+
ρ (p)に移植された瞬間

である。従って、(3.6)より、

˜L(s) − L(s) ≥ s2

2
(δC2 sin2 θ − 2C1s)

なので、ε0 := min{ε, δC2 sin2 θ/2C1}とおけば、(3.5)を得る。

例 3.16 (M,F, p)を定理 3.13のマンゴルト回転面 (˜M, p̃)に対し、Kp(µ̇(t)) ≥ G(t)を
満たすフィンスラー多様体とする。もし F がM \ B+

ρ (p)上でリーマン構造であれば、
定理 3.13の (1)から (4)は全て満たされる。例えば、F がB+

ρ (p)上でランダース構造
F (v) =

√

g(v, v) + β(v)、かつM \B+
ρ (p)上でリーマン構造F (v) =

√

g(v, v)のときで
ある。ここで、βはM 上の 1形式を表す。

例 3.17 (M, g, p)を定理 3.13のマンゴルト回転面 (˜M, p̃)に対し、Kp(µ̇(t)) ≥ G(t)を
満たすリーマン多様体とする。M \ B+

ρ (p)上の gの単位球面を
⋃

z∈M\B+
ρ (p) Gp(z)の近

傍の外で、条件 (2) gv(w,w) ≥ F (w)2を満たす様に変形する。v ∈
⋃

z∈M\B+
ρ (p) Gp(z)で

あるとき、gvはこの変形による影響を受けないので、条件 (3) TM(v, w) = 0は満たさ
れている。従って、

条件 (2)から (4)を満たすフィンスラー多様体は沢山存在する。

11実際、λ = 1のとき、gγ̇(l)(ċ(0), ċ(0)) ≥ F (ċ(0))2 = λ2 であり、一方、λ = F (−ċ(0))のとき、

gγ̇(l)

( −ċ(0)

F (−ċ(0))
,

−ċ(0)

F (−ċ(0))

)

≥ F

( −ċ(0)

F (−ċ(0))

)2

= 1

なので、gγ̇(l) (ċ(0), ċ(0)) ≥ F (−ċ(0))2 = λ2 となる。
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3.3 参照空間が空間形の場合のTCT

さて、モデルが空間形であるときはどうであろうか。2次元の単位球面 (˜M, p̃) = (S2, p̃)

の場合の条件を知れば、自ずと残りのケースも分かる。

˜M = S2であるとき、f(t) = sin tなので、任意の t ∈ (π/2, π)に対しf ′(t) = cos t < 0、
かつ π/2 ∈ (0, π)だけに対し f ′(π/2) = 0である。従って、△(−→px,−→py)の pに対する対
辺が c([0, d(x, y)]) ⊂ M \ B+

π

2

(p)を満たすとき、定理 3.13より以下が成立する：

定理 3.18 ([K, Corollary 2.8]) 滑らかなコンパクト連結フィンスラー多様体 (M,F, p)

がKp(µ̇(t)) ≥ 1を満たすと仮定する。次の 4条件を満たす前向き三角形△(−→px,−→py) =

(p, x, y; γ, σ, c)をM に描く、すなわち、cのある開近傍N (c)に対し、

(1) c([0, d(x, y)]) ⊂ M \ B+
π

2

(p),

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(3) TM(v, w) = 0, ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(4) [0, d(x, y)]上で c̄(s) := c(d(x, y) − s)が測地線。

もしこの△(−→px,−→py)に対する比較三角形△(p̃x̃ỹ)を S2に描けるならば、−→
∠x ≥ ∠x̃かつ←−

∠y ≥ ∠ỹが成立する。ここで、Gp(z)は (2.7)である。

定理 3.13(同様に定理 3.18)において注目すべき点は、[ρ,∞)上で f が単調減少である
とき、TCTはM \B+

ρ (p)内の cの開近傍に条件 gv(w,w) ≥ F (w)2を要求していること
である。この関係を見逃してはならない。なぜなら、比較幾何において、M の位相は
参照空間˜Mによってコントロールされているからである。˜M = S2であるとき、[0, π/2]

上で fは単調増加であるから、△(−→px,−→py)の pに対する対辺が c([0, d(x, y)]) ⊂ B+
π

2

(p)を
満たすとき、TCT成立には cの開近傍に条件F (w)2 ≥ gv(w,w)が必要であろうと予測
出来る。実際、F (w)2 ≥ gv(w,w)ならば、λ2 ≥ gv(w,w)である。一方、Bπ

2
(p̃)上で指

数型は正であるが、λ2 ≥ gv(w,w)のおかげで注意 3.15と同様の議論が出来、次を得る：

定理 3.19 ([K, Lemma 2.9]) 滑らかなコンパクト連結フィンスラー多様体 (M,F, p)

がKp(µ̇(t)) ≥ 1を満たすと仮定する。次の 4条件を満たす前向き三角形△(−→px,−→py) =

(p, x, y; γ, σ, c)をM に描く、すなわち、cのある開近傍N (c)に対し、

(1) c([0, d(x, y)]) ⊂ B+
π

2

(p) \ {p},

(2) F (w)2 ≥ gv(w,w), ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(3) TM(v, w) = 0, ∀z ∈ N (c), ∀v ∈ Gp(z), ∀w ∈ TzM ,

(4) [0, d(x, y)]上で c̄(s) := c(d(x, y) − s)が測地線。

もしこの△(−→px,−→py)に対する比較三角形△(p̃x̃ỹ)を S2に描けるならば、−→
∠x ≥ ∠x̃かつ←−

∠y ≥ ∠ỹが成立する。ここで、Gp(z)は (2.7)である。
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注意 3.20 (˜M, p̃)を放射曲率関数Gが非正である非コンパクト回転面モデルとし、この
(˜M, p̃)に対し滑らかな前向き完備連結フィンスラー多様体 (M,F, p)がKp(µ̇(t)) ≥ G(t)

を満たすとする。すると、fは増加関数なので˜M上全体で指数型は正である。よって、
もしM が定理 3.19における条件 (2), (3), (4)を満たせば、TCTは成立する。従って、
このTCTより ˜M = R2, H2(−1)の場合は自動的である。

4 TCTの応用
TCTを用いてリーマン幾何学の結果をフィンスラー空間に拡張できるかどうかが今
後の大きな問題である。と言うのは、フィンスラー幾何において、曲率と位相の関係に
関する結果は大変少ないからである。実際、1/4-ピンチ球面定理 ([R])、分裂定理 ([O])、
有限性定理 ([S1])ぐらいしか目立ったものはない。本章において、これまでの所、TCT

を用いて拡張出来たものを紹介する。以下、(M,F, p)を前向き完備連結C∞フィンス
ラー多様体 (M,F )と基点 p ∈ M の組とする。

4.1 グローヴと塩濱型の球面定理
グロモフのイソトロピー命題 (完備フィンスラー多様体でも成立)、及び定理 3.18と
定理 3.19の応用として、グローヴと塩濱型の球面定理をフィンスラー多様体へと拡張
出来る。両定理を応用するため、次の定義を導入する：

定義 4.1 ([K]) M の (pに関する)放射接曲率がある定数 δ ∈ (−∞, 0]で下から押さえ
られているとは、pから出る速度 1 (F (µ̇) ≡ 1)の任意の最短測地線 µ : [0, l) −→ M に
沿って、接曲率 TM が、

Tp(µ̇(t)) := TM(µ̇(t), w) ≥ δ, ∀t ∈ [0, l), ∀w ∈ Tµ(t)M

を満たすときをいう。

定理 4.2 ([K, Theorem 1.3]) (M,F, p)をKp(µ̇(t)) ≥ 1かつ Tp(µ̇(t)) = 0を満たすコン
パクト連結 n次元フィンスラー多様体とし、

(1) F (w)2 ≥ gv(w,w), ∀x ∈ B+
π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(3) 任意の最短測地線 c : [0, a] −→ M \ {p}に対し、c̄(s) := c(a − s)が測地線、かつ

(4.1) Lm(c) ≤ radp := sup
x∈M

d(p, x)

を仮定する。もし radp > π/2ならば、M は Snに同相である。 ここで、Gp(x)は (2.7)

である。
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注意 4.3 定理 4.2の証明の大まかな方針は、定理 3.18と定理 3.19を応用し、M \B+
π

2

(p)

とB+
π

2

(p) が共に円盤であることを示す。すなわち、pの臨界点 xが存在すると仮定し、
その xを頂点とする前向き三角形△(−→px,−→py)に対しTCTを応用し矛盾を導く。radpを
実現する点は 1点のみであることが分かるので、グロモフのイソトピー命題により結
論を得る。さて、仮定 (3)の (4.1)を除き、定理 4.2における接曲率と (1)から (3)の仮
定は、定理 3.19と定理 3.18の十分条件であった (注意 3.14と注意 3.15)。(4.1)は次の
仮定に弱めることが出来る：

Lm(c)







< π (cが c([0, a]) ∩ (M \ B+
π

2

(p)) 6= ∅を満たすとき)

≤ radp (cが q ∈ ∂B+
radp

(p)からB+
π

2

(p)上の任意の点を結ぶとき)

先に述べた様に ∂B+
radp

(p) = {q}である ([K, Lemma 3.4])。尚、ボンネとマイヤースの
定理 ([BCS, Theorem 7.7.1])により、diam(M) := supx, y∈M d(x, y) ≤ πであるから、
radp ≤ diam(M) < πの場合のみを考えればよい。

定理 4.2における仮定 (1)と (2)の大切な効果は、共変微分の障害を克服出来ること
でもあった。グローヴと塩濱以降の測地線論を展開するうえで、これら 2条件を弱め
ることは (これまでの所)難しいと思われる。しかし、それ以外の仮定は、F の構造を
変える事によって弱めることが出来る：

系 4.4 ([K]) (M,F, p)をKp(µ̇(t)) ≥ 1かつ Tp(µ̇(t)) = 0を満たすコンパクト連結 n次
元可逆フィンスラー多様体とし、

(1) F (w)2 ≥ gv(w,w), ∀x ∈ B+
π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

を仮定する。もし diam(M) = radp > π/2ならば、M は Snに同相である。

系 4.5 ([K]) (M,F, p)をKp(µ̇(t)) ≥ 1を満たすコンパクト連結 n次元べルワルド空間
とし、

(1) F (w)2 ≥ gv(w,w), ∀x ∈ B+
π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

π

2

(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(3) Lm(c) ≤ radp

を仮定する。もし radp > π/2ならば、M は Snに同相である。

注意 4.6 系 4.5において、更に可逆かつdiam(M) = radpの仮定を加えたとしても、M

は非リーマンである。これより、定理 4.2が特別なケース (F がリーマン構造)として
グローヴと塩濱の直径球面定理を含むことは明らかである。尚、F がリーマン構造で
ある場合、˜M は S2である必要は無く、˜M がアレクサンドロフ型のマンゴルト回転面
であっても定理 4.2は成立する (詳細は [KO, Theorem A])。
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4.2 有限位相型と微分同型定理
(M,F, p)が非コンパクトである場合、定理 3.13の応用を紹介する。

定理 4.7 ([KOT2, Theorem A]) (˜M, p̃)をある唯一の ρ ∈ (0,∞)に対し f ′(ρ) = 0

を満たす非コンパクト・マンゴルト回転面とする。この (˜M, p̃)に対し、(M,F, p)を
Kp(µ̇(t)) ≥ G(t)を満たす前向き完備非コンパクト連結フィンスラー多様体とする。も
し、ある t0 > ρに対し、

(1) diam(∂B+
t (p)) = O(tα), ∃α ∈ (0, 1), t → ∞,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

t0
(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(3) TM(v, w) = 0, ∀x ∈ M \ B+
t0
(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(4) 任意の最短測地線 c : [0, a] −→ M \ B+
t0
(p)に対し、c̄(s) = c(a − s)が測地線

ならば、M は有限位相型である。すなわち、M はある境界付きコンパクト多様体の内
部に同相である。ここで、Gp(x)は (2.7)である。

注意 4.8 定理 4.7の証明の大まかな方針は、pに対する臨界点の発散点列 {xi}が存在
すると仮定し、細長い前向き三角形△(−→pxi,

−→py) (ここで iは十分大、y ∈ M \B+
t0
(p))に

対し定理 3.13を適用し矛盾を導く。よって、グロモフのイソトピー命題により、pに対
する臨界点の集合は有界であることが分かる。さて、定理 4.7の仮定 (2)から (4)につ
いては説明不要であろうから、それ以外について解説する。

(a) 任意の 2点 x, y ∈ M \ B+
ρ (p)に対し、前向き三角形△(−→px,−→py) = (p, x, y; γ, σ, c)を

M に描くと、仮定 (1)により、c([0, d(x, y)]) ⊂ M \B+
ρ (p)が保証される。よって、

比較三角形を許容する△(−→px,−→py)に対しTCTを適応出来る。

(b) 先行する研究として、仮定 (1)は、F がリーマン構造の場合、アヴレッシュとグロ
モール ([AG])によって有限位相の研究のために導入された仮定である。しかし、F

がリーマン構造の場合、(1)はMに大変強い制限を与える。例えば、(˜M, p̃)を非負放
射曲率関数を持つ回転面モデルとし、リーマンであるMが diam(∂Bt(p)) = o(t1/2)

を満たすとき、M は n次元回転面モデルと等長となる ([ST, Theorem 1.2], [KT2,

Example 1.1])。

(c) 更に、F がリーマン構造の場合、定理 4.7は、(˜M, p̃)がより一般の回転面モデルで
あっても成立する (従って放射曲率はワイルドにその符号を変える)：すなわち、も
し˜Mが有界全曲率を許容し、かつセクター ˜V (δ0) := {x̃ ∈ ˜M | 0 < θ(x̃) < δ0} が切
断点のペアを持たないとき、M は有限位相型である ([KT2, Theorem 2.2])。この
セクターに対する条件は、˜M の全曲率が 2π未満であれば外すことが出来る ([TK,

Theorem 1.3])。従って、リーマンの場合は既に知られた結果であるが、

フィンスラーにおいては初の結果である

ことに注意されたい。
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定理 4.2と同様、F の構造を変えることで定理 4.7の仮定を弱めることが出来る：

系 4.9 ([KOT2]) (˜M, p̃)をある唯一の ρ ∈ (0,∞)に対し f ′(ρ) = 0を満たす非コンパ
クト・マンゴルト回転面とする。この (˜M, p̃)に対し、(M,F, p)をKp(µ̇(t)) ≥ G(t)を
満たす前向き完備非コンパクト連結フィンスラー多様体とし、F はM \ B+

t0
(p)上で

べルワルド型とする。もし、ある t0 > ρに対し、

(1) diam(∂B+
t (p)) = O(tα), ∃α ∈ (0, 1), t → ∞,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

t0
(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM

ならば、M は有限位相型である。

更に、F が可逆である場合、定理 4.7よりも強い結果を引き出せる：

定理 4.10 ([KOT2, Theorem B]) (˜M, p̃)をある唯一の ρ ∈ (0,∞)に対し f ′(ρ) = 0

を満たす非コンパクト・マンゴルト回転面とする。この (˜M, p̃)に対し、(M,F, p)を
Kp(µ̇(t)) ≥ G(t)を満たす前向き完備非コンパクト連結 n次元可逆フィンスラー多様
体とする。もし、ある t0 > ρに対し、

(1) diam(∂B+
t (p)) = O(tα), ∃α ∈ (0, 1), t → ∞,

(2) gv(w,w) ≥ F (w)2
, ∀x ∈ M \ B+

t0
(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

(3) TM(v, w) = 0, ∀x ∈ M \ B+
t0
(p), ∀v ∈ Gp(x), ∀w ∈ TxM ,

ならば、M はRnに微分同型である。特に、Kp(µ̇(t)) = G(t)である。

注意 4.11 仮定 (1)から (3)以外の仮定について解説する。

(a) 距離関数 dpの臨界点は pの切断点であったが、逆に pの切断点が dpの臨界点とは
限らない。定理 4.10の証明において、TCTを応用し pの切断跡が空集合であるこ
とを示すので、定理 4.7における臨界点のそれとは違うテクニックを展開している。

(b) F がリーマン構造の場合、定理 4.10は、(˜M, p̃)がより一般の回転面モデルであっ
ても成立する、すなわち、もし ˜M が

∫

∞

1
f(t)−2 dt = ∞を満たすとき、M は n次

元回転面モデルと等長となる ([ST, Theorem 1.2])。同様の結果は、凸境界を持つ
リーマン多様体でも成立する ([KT4, Theorem 1.1])。

(c) 定理 4.10において、f が [ρ,∞)上で単調減少なので ˜M は
∫

∞

1
f(t)−2 dt = ∞を満

たし、またKp(µ̇(t)) = G(t)であることから、「M が n次元回転面モデルと等長で
ある」ことを期待してしまう。しかしながら、それを示すには強烈な条件を付けな
い限り不可能に近いであろう：例えば、そのことを、全てのミンコフスキ空間とヒ
ルベルト幾何学がそれぞれKM ≡ 0, KM ≡ −1を満たすことからも理解出来るし、
ブライアント ([B])が構成したKM ≡ 1である非可逆フィンスラー構造を許容する
S2の族からも理解出来る。すなわち、これら定旗曲率を持つ空間はユニークでは
ない。
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ι : X →֒M .

2 M n X
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Hirzebruch曲面上のスカラー曲率一定計量
大鳥羽　暢彦 (慶應義塾大学)∗

各自然数m ≥ 0に対して, Hirzebruch曲面と呼ばれる複素曲面 Σm が定義される
[Hir, 1951]. 各mに対して Σmは CP1上の CP1束の構造を持ち, 0番目と 1番目の曲
面Σ0とΣ1はCP1 × CP1とCP2#CP

2にそれぞれ双正則同値である. 本講演では, 各
Hirzebruch曲面Σm上にスカラー曲率一定計量の族を構成する (m ≥ 1). これらの計量
は, Σ0 = CP1 × CP1上の自然な直積計量を一般化する.

1. Hirzebruch曲面とその上のスカラー曲率一定計量
この節では, Hirzebruch曲面の定義とその分類定理について述べた後 (§1.1), 講演者

がそれらの上に構成した計量の最も基本的な性質を紹介する (§1.2).
1.1. Hirzebruch曲面Σm

Hopf束の射影を p : S3 → CP1 と書く. pは 3次元球面 S3 = {(z, w) ∈ C2 |
|z|2 + |w|2 = 1}の点 (z, w)を複素射影直線CP1の点 [z : w]に写す射影である. 円周群
S1 = {e2πiθ ∈ C | θ ∈ R}のS3への自由な右作用 (z, w) · e2πiθ = (ze−2πiθ, we−2πiθ)の軌
道は射影pのファイバーに一致しており, Hopf束はS1を構造群とする主束である.

CP1上の主S1束の同型類全体はZに同型な加法群を成し [KobS], Hopf束S3はその
加法群において1 ∈ Zに対応する. 2以上の整数mに対応する主S1束は, Hopf束の構造
群S1に埋め込まれたm次巡回群 {e2πi(l/m) | l = 0, 1, . . . ,m − 1} ∼= Z/mZによってS3

を割ることで得られる, レンズ空間mS3 := S3/ (Z/mZ)である. また, 自明束CP1 ×S1

はその加法群の中で0の役割を担うので, これを0S3 := CP1 × S1と書く.

円周群S1が2次元球面S2に (回転によって)効果的に作用しているとし, この作用に
関して, 主S1束mS3に付随するS2束Σm := (mS3)×S1 S2を考える (m ≥ 0). Σmの底
空間CP1とファイバーS2 ∼= CP1の可積分な概複素構造は, 全空間Σm上の可積分な概
複素構造 Jmを定義する 1. 複素曲面 (Σm, Jm)をm番目のHirzebruch曲面と呼び, そ
の射影をπm : Σm → CP1と書く. 0番目の曲面がCP1 ×CP1であることは見やすい. ま
た, 1番目の曲面はCP2#CP

2と双正則同値であることが確かめられる (なお, CP2#CP
2

は複素射影平面CP2と逆向きの複素射影平面CP
2の連結和である).

m = 0 m = 1 m = 2, 3, . . .

主S1束 自明束CP1 × S1 Hopf束S3 レンズ空間mS3

Hirzebruch曲面 CP1 × CP1 CP2#CP
2

Σm = (Σm, Jm)

Riemann計量 g0(R) = gFS ⊕ 8
R−8

gFS g1(R) gm(R)

Hirzebruchは,複素曲面Σmの双正則同値類と微分同相類を次のように決定した [Hir]:

ΣmとΣm′が双正則同値ならばm = m′であり, ΣmとΣm′が微分同相なのは, mとm′の
偶奇が等しいとき, かつそのときに限る. その結果から, (複素構造を忘れた) 2つの滑
らかな多様体CP1 × CP1とCP2#CP

2上に, それぞれ可算無限個の複素構造Jmおよび
CP1束の構造πmが定まっていることになる (mはそれぞれ偶もしくは奇である).
∗〒 223-8522 神奈川県横浜市港北区日吉 3-14-1 慶應義塾大学 大学院理工学研究科 後期博士課程一年,
日本学術振興会特別研究員 (DC1)
e-mail: otoba@math.keio.ac.jp

1Jmの定義にはΣm上のS1接続を用いるが, JmはS1接続の取り方に依存しない.
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1.2. Σm上のスカラー曲率一定計量 gm(R)

0番目のHirzebruch曲面CP1 × CP1には, CP1上のFubini-Study計量 gFSを直積し
て得られる自然な計量 gFS ⊕ r2gFSがある (r > 0). これらの計量はKähler計量である
と同時に, 次の2つの性質を持つ: (1) スカラー曲率が一定である. (2) 直積計量である
という意味において, Σ0のファイバー束の構造を尊重する. これらの性質に注目して,

講演者は一般のHirzebruch曲面Σm上に次のようなRiemann計量を構成した.

定理 1. 各自然数m ≥ 1と各実数R ∈ Rに対して, Hirzebruch曲面Σm上の共形Kähler

計量 gm(R)であって, 次の2つの性質を満たすものが存在する.

(a) gm(R)のスカラー曲率は一定であり, その値はRに等しい.

(b) Hirzebruch曲面の射影 πm : (Σm, gm(R)) →
(
CP1, gFS

)
は, 全測地的ファイバー

を持つRiemann沈め込みである 2. �

性質 (a)と (b)は, Ehresmann接続のホロノミーに関する仮定の下で計量 gm(R)を特徴
付ける (定理3)という意味において, gm(R)の最も基本的な性質である.

Σ0 = CP1 × CP1上の直積計量も統一的に g0(R) = gFS ⊕ 8
R−8

gFSと書くことにする
(R > 8). 定理1におけるgm(R)の性質をg0(R)も持つ一方で, m = 0のときとm > 0の
ときでは, 以下に述べるような違いがある. まず, g0(R)は各Rに対してKählerであり,

かつR = 16のときはEinsteinでもあるが, m > 0ならば gm(R)はKählerでもEinstein

でもない. 次に, g0(R)のスカラー曲率の値Rは負になり得ないが, m > 0ならばRは
任意の実数値をとる. 最後に, π0 : (Σ0, g0(R)) → CP1のファイバーには定曲率計量が
定まっているが, m > 0ならばπm : (Σm, gm(R)) → CP1のファイバーにはGauss曲率
が一定でない回転対称計量が定まっている (§2参照). ファイバーの負のGauss曲率が,

全空間Σmの負のスカラー曲率に貢献する.

2. 計量gm(R)の構成について
Pageが Einstein計量を CP2#CP

2に構成した後 [Pag, 1978], Bérard-Bergeryはそ
の構成を数学の言葉に翻訳しただけではなく, 余等質性 1のRiemann幾何の視点から,

Page計量の特徴付けと一般化を行った [Ber, 1982]. その結果を利用して, 幾何構造に
高い対称性を仮定して常微分方程式系に帰着することで, Einstein-Weyl構造 [MPPS,

1997]や extremal Kähler計量 [HS, 1997]が構成されている.

スカラー曲率一定計量 gm(R)もBérard-Bergeryの枠組みの中で記述できる. 上の段
落に述べた 2つの幾何構造を構成するためには複雑な常微分方程式系を解く必要があ
るが, gm(R)の場合には, 計量の構成は次のように比較的単純な常微分方程式の自由境
界値問題

d2f

dt2
= −m2f 3 − R− 8

2
f, (2.1)

2全測地的ファイバーを持つRiemann沈め込みは, 直積Riemann多様体の射影 (B, ǧ)× (F, ĝ) → (B, ǧ)
を非自明束に一般化した概念であり, 次のように定義される. 2つのRiemann多様体の間の滑らかな
全射π : (M, g) → (B, ǧ)がRiemann沈め込みであるとは, 次が成り立つことである: 任意のx ∈ Mに
対し, πの微分dπxをdπxの核の gに関する直交補空間 (Ker dπx)

⊥に制限すると, 等長線型同型写像で
ある. Riemann沈め込み πが全測地的ファイバーを持つとは, 任意の x̌ ∈ Bに対し, その逆像 π−1(x̌)
が (M, g)に全測地的な部分多様体として埋め込まれていることである. このとき, Bの連結性と gの
完備性の仮定の下で, πのファイバーは全て互いに等長的であることが知られている [Herm, 1960].
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f(±T ) = 0,
df

dt
(−T ) = 1,

df

dt
(T ) = −1

に帰着される. f(t)はΣmのファイバーS2上に回転対称計量f 2(t)dθ2 + dt2を定める関
数である. この境界値問題には任意のm > 0とR ∈ Rに対して一意な解が存在し, さら
に, その解のべき乗の定積分

∫ T

−T
f l(t)dtを, mとRに関する初等関数および楕円積分で

表すことができる (l = 0, 1, . . . ). 例えば

T =
1

4

√
2m2 + β2

K(k),

∫ T

−T

f(t)dt = 2
√
2Arcsin(k) (2.2)

などと書ける. ただし,

β = −R− 8

2
, k2 =

1

2

(

1 +
β

√

2m2 + β2

)

, K(k) =

∫ 1

0

dx√
1− x2

√
1− k2x2

である. これらの積分公式は計量 gm(R)の解析に用いられる (§3).

3. 計量gm(R)の山辺汎関数とWeyl汎関数の値
この節では, 定理1の計量 gm(R)のより詳しい性質について述べる.

定理 2. 計量 gm(R)の山辺汎関数とWeyl汎関数の値は, それぞれ

Y (gm(R)) = R
√

Vol(gm(R)) = 2
4
√
2πR

√

Arcsin(k)

m
,

∫

Σm

|W |2 dVol = 2π2

m

(

72m2 +
59

3
R2 − 272R + 960

)√
2Arcsin(k)− 4π2(19R− 120)

と表される. ただし, |W |は gm(R)のWeyl曲率のテンソルノルムである. �

m > 0のときはスカラー曲率の値Rが0になり得るので, Böhm, Wang, Zillerの議論
[BWZ, 2004]が適用できて, gm(R)のうちR > 0が十分 0に近い計量は正の山辺計量で
あることが分かる. どの gm(R)が正の山辺計量であるか判定することはできていない
が, 計量の安定性に関して次のようなことが分かった.

計量 gm(R)の山辺汎関数に関する安定性について
4次元の場合, スカラー曲率一定計量gが山辺汎関数に関する安定性を持つことは, g

のスカラー曲率Rとラプラシアンの最小固有値λ1の間に不等式λ1 ≥ R/3が成立する
ことと同値である [KobO]. 計量 gm(R)のλ1は次のように評価できるので, いくつかの
計量の安定性を判定することができる. まず, 射影 πm : Σm → CP1が全測地的ファイ
バーを持つRiemann沈め込みであることから, 全空間, 底空間およびファイバーのラプ
ラシアンの最小固有値

λ1 = λ1 (Σm, gm(R)) , λ̌1 = λ̌1

(

CP1, gFS
)

= 8, λ̂1 = λ̂1

(

S2, f 2(t)dθ2 + dt2
)

は次の不等式
min{8, λ̂1} ≤ λ1 ≤ 8 (3.1)

を満たすことが分かる ([BB, 1982], [Bor, 2006]). 一方 λ̂1は, Cheegerの等周不等式 [Che,

1970]とHerschの不等式 [Hers, 1970]を使うと, ファイバー (S2, f 2(t)dθ2 + dt2)の等周

74



定数hと面積 aを用いて 1
4
h2 ≤ λ̂1 ≤ 8π

a
と評価できる. さらに, Ritoréの回転対称計量

に関する結果 [Rit, 2001]から h = 4T/a が従う. T と a = 2π
∫ T

−T
f(t)dtはmおよびR

で書けるので (積分公式 (2.2)), 結局

1

8π2
√

2m2 + β2

K2(k)

Arcsin2(k)
≤ λ̂1 ≤

√
2

Arcsin(k)
(3.2)

を得る. 不等式 (3.1)と (3.2)より次のことが観察される: スカラー曲率Rの値が大きす
ぎるとgm(R)の山辺汎関数に関する安定性が崩れる一方, mが十分大きいときは, R ≤ 5

ならば gm(R)は安定である.

計量 gm(R)のBachテンソルについて
定理2の式を用いて各mごとにWeyl汎関数のグラフを描くと, R方向に臨界点が現

れていることが観察される. このことから, CP2#CP
2上の extremal Kähler計量の場合

と同様に [HS], gm(R)の中にBach平坦な計量が含まれていると期待された. しかしな
がら, Derdzińskiの公式 [Der, 1983]を用いてBachテンソルの計算を進めると, gm(R)の
いずれもBach平坦でないことが確かめられる. 実は, 計量gm(R)のいずれも, 曲率に関
する2次の汎関数の臨界点ではない (すなわち, GurskyとViaclovskyの言葉 [GV, 2013]

を借りると, gm(R)の中にBt-平坦な計量は含まれていない).

4. 計量gm(R)の一般化と特徴付け
底空間がCP1でなくとも,

• 境界のない多様体B, • B上のスカラー曲率一定計量 ǧ,

• B上の整かつ閉な微分2形式 Ω̌であって, 計量 ǧに関するノルム |Ω̌|が一定なもの

の3つがあれば, Ω̌のde Rhamコホモロジー類に対応するB上の主S1束に付随するS2

束の上に, スカラー曲率一定計量の族が定まる. 計量の構成は (2.1)と同様の常微分方
程式

f ′′ = −|Ω̌|2
2

f 3 − R− Ř

2
f (4.1)

の境界値問題に帰着され, 山辺汎関数の値の計算とラプラシアンの最小固有値の評価が
可能である. なお, 定理1の計量gm(R)の場合は, B = CP1, ǧ = gFS, そして Ω̌はgFSの
面積形式のm倍になっている.

常微分方程式 (4.1)が全空間のEhresmann接続と底空間の計量に制約を加えている
ことが観察されるので, gm(R)の次のような特徴付けが得られる.

定理 3. Hirzebruch曲面Σm上のRiemann計量 gが, 次の性質を満たすとする.

(A) gのスカラー曲率は一定である.

(B) CP1上のある計量 ǧが存在して, Hirzebruch曲面の射影πm : (Σm, g) →
(
CP1, ǧ

)

は全測地的ファイバーを持つRiemann沈め込みになる.

このとき, もしEhresmann接続 (Ker dπm)
⊥のホロノミー群が高々1次元ならば, ǧと g

はそれぞれ gFSと gm(R)に定数倍を除いて一致する. �
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全測地的ファイバーを持つ Riemann 沈め込みに関する Hermann の基本的な仕事
[Herm, 1960]とVilmsの観察 [Vil, 1970]などにより, 定理 3の仮定 (B)の下で, Ehres-

mann接続 (Ker dπm)
⊥のホロノミー群はS2に等長的に作用するような (従って, 高々3

次元のコンパクトな)連結Lie群であることが分かる. 講演者はホロノミー群が2次元や
3次元の場合にもスカラー曲率一定計量が現れるかどうかについて興味を持っている.
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[BWZ] Böhm, C.; Wang, M.; Ziller, W. A variational approach for compact homogeneous
Einstein manifolds. Geom. Funct. Anal. 14 (2004), no. 4, 681–733.

[Bor] Bordoni, Manlio. Spectra of submersions. Contemporary geometry and related topics,
51–62, Univ. Belgrade Fac. Math., Belgrade, 2006.

[Che] Cheeger, Jeff. A lower bound for the smallest eigenvalue of the Laplacian. In Problems
in Analysis, pp. 195–199. Princeton, NJ: Princeton University Press, 1970.
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Long-term properties of Markov processes on a measure space in

terms of Green’s formula

正宗淳
東北大学大学院情報科学研究科

1 背景：多様体の再帰性と保存性について知られていること
M を境界がない連結なリーマン多様体とする．M は正のグリーン関数を許容しないとき，再帰的であると
呼ばれ，また，M の熱核 k が

∫

M

k(t, x, y) µ(dy) ≡ 1, ∀t > 0,

を持たすとき，保存的であると呼ばれる．再帰性は保存性を導くが，逆は一般には成立しない．例えば，任意
の次元のユークリッド空間 Rn は保存的であるが，再帰的であるのは，次元が１もしくは２の場合に限ること
が知られている．本講演の主目的は，多様体の保存則および再帰性，さらに，その一般化である測度空間のデ
ィリクレ形式の保存則および再帰性について議論することである．
完備多様体の場合には，A. Grigor’yan [2] が多様体の無限遠における測度増加を表す関数：

V (r) = µ (B (x0, r))

（ B (x0, r) は x0 を中心とした半径 r > 0の開球を表す）を用いた次の十分条件を与えている．

定理 1（ [2]） 完備多様体M に対して，次が成立する．
∫ ∞

rdr

V (r)
= ∞ ⇒ 再帰性 (1)

∫ ∞
rdr

log V (r)
= ∞ ⇒ 保存性 (2)

(1)が成立する条件としては，V (r) ≤ Cr2 ，また，(2) が成立する条件としては ，V (r) ≤ exp
(

Cr2
)

があ
る．非完備多様体の場合には，P. Li と G. Tian [10] による次の結果がある．

定理 2（ [10]） V を CP
n 内の代数多様体M ，Σ ⊂ V を特異集合とする．リーマン多様体 V \ Σが保存的

なのは，Σの実余次元が１と２の場合に限る．

この結果は一般の非完備多様体に拡張される．即ち，リーマン距離 d によるM の完備化を (M, d) として，
コーシー境界 ∂CM を

∂CM = M \ M

で定義すると，有界なコーシー境界が概極であるとき，(1) と (2) はそれぞれ再帰性と保存性を導く．特に，
Li-Tianの条件はコーシー境界が概極であるための必要充分条件であることから，彼らの多様体は再帰的であ
ることが分かる．再帰性や保存性が崩れる要因は以下の二つに絞られる：
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- V (r)の無限遠での挙動，
- コーシー境界 ∂CM の非概極性．

次節において，再帰性と保存性のグリーンの公式による特徴付けを述べる．

2 新しい結果：再帰性と保存性のグリーンの公式による特徴付け
2.1 多様体に対する結果 [4]

この節の結果は [4]において得られた．

定理 3 多様体M が再帰的であるための必要十分条件は，∆u ∈ L1 を満たす全ての u ∈ L∞ に対して，
∫

M

∆u = 0 (3)

が成立することである．

例えば，Rn の有界領域M と任意の u ∈ C2
(

M
)

に対しては，グリーンの公式により，
∫

M

∆u =

∫

∂M

∂u

∂ν
dσ

が成立するが，ディリクレ境界条件の為に (3) は成り立たないことが分かる．一方，保存性に対しては以下の
結果を得た．D(∆D) = {u ∈ W

1,2
0

|∆u ∈ L2} とする．

定理 4 多様体M が保存的であるための必要十分条件は，∆u ∈ L1 を満たす全ての u ∈ D(∆D) ∩ L1 に対
して，

∫

M

∆u = 0 (4)

が成立することである．

完備多様体に対しては，次が成立する．

定理 5 完備多様体 M が保存的であるための必要十分条件は，∆u ∈ L1 と ∇u ∈ L2 を満たす全ての
u ∈ L1 ∩ L2 に対して，

∫

M

∆u = 0 (5)

が成立することである．

この定理の仮定における “完備性”を “コーシー境界が概極” にかえると，結果は正しくない．

2.2 測度空間に対する結果 [5]

この部分説では，前部分説において述べたリーマン多様体に関する結果を，測度空間の正則ディリクレ形式
に拡張する．ここで述べる結果は，[5]において得られた．

(X,µ) を σ-有限測度空間，(E ,F) を L2 = L2(X, µ)上の対称ディリクレ形式とする．まず，(E ,F)に対
する生成作用素 ∆ を拡張する．任意の n ≥ 1に大して u(n) = (n ∧ u) ∨ (−u) とおき，

F∞
loc = {u ∈ L

0 |u(n) ∈ Floc, ∀n ≥ 1}
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と
Ê(u) = lim

n→∞
E(u(n)), F̂ = {u ∈ F∞

loc | Ê(u) < ∞}.

とする．さらに，

D(∆̂) = {u ∈ F̂ | ∃f ∈ L
1

loc such that Ê(u, v) = 〈f, v〉L2 , ∀v ∈ F̂ ∩ C0}

と
∆̂u = f

とおく．このとき，

定理 6 ディリクレ形式 (E ,F) が再帰的であるための必要充分条件は，∆̂u ∈ L1 を満たす任意の u ∈ D(∆̂)

に対して，
∫

X

∆̂u dµ = 0 (6)

が成立することである．

定理 7 ディリクレ形式 (E ,F) が保存的であるための必要充分条件は，∆̂u ∈ L1 ∩ L2 を満たす任意の
u ∈ D(∆̂) ∩ L1 ∩ L2 に対して，

∫

X

∆̂u dµ = 0 (7)

が成立することである．

この設定においても，定理 4 の類似，即ち，D(∆D)を D(∆)にかえた主張が成立することに注意する．

注意 8 飛躍測度 j を用いて，

E(u, v) =

∫∫

X×X\{diag}
(u(x) − u(y))

2
j(x, dy)µ(dx)

と表されるディリクレ形式の再帰性と保存則が成立するための測度関数 V (r)の十分条件は，[8, 3, 9, 11]に
おいて得られた．特に，X がグラフの場合にはシャープな結果が [1, 6, 7]において得られている．
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.
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( , G/K Lie , S 1 Lie
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s 〈, 〉 ( , S 〈, 〉

CHn ). S 1 Lie S(θ) .

2.2. θ ∈ [0, π/2] , Lie s(θ) :
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⊖ 〈, 〉 . S(θ) s(θ) S
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.
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複素グラスマン空間上の大対蹠集合のデザインによる特徴付け∗

栗原 大武†

北九州工業高等専門学校 総合科学科

概要
球面上の北極と南極のような「極対的な点のペア」の概念は，Chen–Naganoによって対称空間上で対蹠集
合として一般化された．対蹠集合の中でも最もサイズ大きいものを大対蹠集合と呼ぶ．大対蹠集合は，空間
上に “きれいに”散らばっている点配置と考えられる．本講演ではデザインの言葉を用いて複素グラスマン空
間上の大対蹠集合をとあるデザインの中でも最小サイズをもつものとして特徴づける．
また，最後にこの結果に関連した最新の話題についても触れることにする．

1 対蹠集合
M を連結なコンパクト対称空間とし，各点 x ∈ M に対して，x上の点対称を sx とする．対蹠集合の概念は

1988年に Chen–Nagano [1]によって導入された．

定義 1.1. M の部分集合 S が
∀x, y ∈ S, sx(y) = y

を満たすときに，S を対蹠集合と呼ぶ．

対蹠集合は球面で言う，北極と南極のような極対的な点のペアの一般化になっている．更に対蹠集合のサイズ
は必ず有限になることも示されている．対蹠集合の中でもこの最大のサイズを持つ対蹠集合を大対蹠集合と呼
ぶ．対称 R空間上の大対蹠集合は合同変換を除いて一意に定まることが最近 Tanaka–Tasaki [4]によって示さ
れた．

2 複素グラスマン空間上のデザイン
n,mを n ≥ 2mを満たす正整数とする．GC

m,n を Cn のm次元部分空間 aからなる集合とし，複素グラスマ
ン空間と呼ぶ．GC

m,n はユニタリ群 U(n)が作用する等質空間であり，GC
m,n

∼= U(n)/(U(m) × U(n − m))が成
り立つ．

σ を GC
m,n 上の U(n)不変な Haar測度として，GC

m,n 上の連続関数 f, g ∈ C(GC
m,n)に対して，内積を

(f, g) :=
1

σ(GC
m,n)

∫

GC
m,n

fḡ dσ

で定める．このとき GC
m,n 上の関数空間には U(n)が自然に作用しており，C(GC

m,n)も U(n)の表現になる．こ
こで µ ∈ Pm := {µ = (µ1, µ2, . . . , µm) |µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µm ≥ 0}に対して，Hµ を C(GC

m,n)の U(n)部分空
間の中でウエイト

(µ1, . . . , µm, 0, . . . , 0,−µm, . . . ,−µ1)

∗ 第 60回幾何学シンポジウム（2013年 8月 24日 ∼27日，東京工業大学）講演予稿．
†

E-mail : kurihara@kct.ac.jp
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をもつ U(n)の既約表現に同型なものとする．このとき，
⊕

µ∈Pm
Hµ は L2(GC

m,n)の中に稠密に入っているこ
とが確かめられる．

1977年に Delsarte–Goetals–Seidel [2] は球面上のデザイン理論を与えた．この結果により，その後他の連続
空間の場合にもデザイン理論が考えられてきた．例えば階数 1のコンパクト対称空間上であれば，球面上とほ
ぼ平行にデザイン理論が成り立つことが示された（Hoggar [5] など）．複素グラスマン空間上のデザインは階数
1のコンパクト対称空間上と異なる性質を持つことが多く，まだ多くのことがわかっていない．以下で球面など
のデザインの定義を少し拡張した複素グラスマン空間上のデザインの定義を与える．

定義 2.1. T を Pm の有限部分集合とする．このとき GC
m,n の有限部分集合 X が以下の条件をみたすときに X

を T デザインと呼ぶ：
1

|X|
∑

a∈X

f(x) =
1

σ(GC
m,n)

∫

GC
m,n

f dσ ∀f ∈
⊕

µ∈T

Hµ.

3 複素グラスマン空間上の大対蹠集合とデザイン
{e1, e2, . . . , en}を Cnの正規直交基底とする．I ⊂ {1, 2, . . . , n}に対して，GC

m,nの元を aI := SpanC{ei | i ∈
I} とする．このとき S := {aI | I ⊂ {1, 2, . . . , n}, |I| = m} は GC

m,n 上の大対蹠集合である．また |S| =
(

n
m

)

であることが容易に分かる．
複素グラスマン空間上の大対蹠集合とデザインの関係について得られた結果を紹介する．

E := {(1i
, 0m−i) | i = 0, 1, . . . , m} ⊂ Pm

とする．尚，
⊕

µ∈E Hµ は U(n)の表現としてみると EndC(
∧m

Cn)と同型な空間である．

命題 3.1 (K.–Okuda). X を GC
m,n の有限部分集合とする．このとき次が成り立つ．

(1) 大対蹠集合 S は E デザイン．
(2) X が E デザインならば，|X| ≥

(

n
m

)

が成り立つ．

この命題より大対蹠集合 S は E デザインの中で最もサイズの小さいものであることが分かる．しかし，サイ
ズが |X| =

(

n
m

)

である E デザインの構造は一意に決まらない．実際以下の様な GC
2,4 の

(

4

2

)

= 6点からなる部分
集合 X で大対蹠集合ではないが，E デザインとなる例が存在する：X = {x1, x2, . . . ,x6} ⊂ GC

2,4, where

x1 := SpanC{e1, e2}, x2 := SpanC{e3, e4}, x3 := SpanC{e1, e4},

x4 := SpanC{e2, e4}, x5 := SpanC{e1 +
√
−1e2, e3}, x6 := SpanC{e1 −

√
−1e2, e3}.

命題 3.1から，大対蹠集合は最小サイズをもつ E デザインであるが，逆は言えないことがわかった．しかし，
デザインにもう少し条件を加えれば，大対蹠集合を最小サイズのデザインとして特徴づけることが出来る．今
Pm の部分集合として

F := {(2, 1i−1
, 0m−i) | i = 2, 3, . . . ,m} ⊂ Pm

とする．

定理 3.2 (K.–Okuda). X を GC
m,n の有限部分集合とする．このとき次が成り立つ．

(1) 大対蹠集合 S は E ∪ F デザイン．
(2) X が E ∪ F デザインならば，|X| ≥

(

n
m

)

が成り立つ．
(3) 以下は同値：

(1) X は E ∪ F デザインかつ，|X| =
(

n
m

)

．
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(2) X は大対蹠集合．

つまり大対蹠集合は E ∪ F デザインのなかでも最もサイズが小さいものであり，最後の主張は最小サイズの
E ∪F デザインが必ず大対蹠集合になるいうデザインからの大対蹠集合の特徴付けを与える．元々，対蹠集合は
幾何的に定義されたものであり，大対蹠集合は対蹠集合の中でも最もサイズが大きくものとして定義されていた
ものであった．つまり，大対蹠集合は幾何的な立場からは最大性を持ち，他方でデザイン的な立場からは最小性
を持ち，お互いの立場の丁度境界同士の交わりとして一意に定まるものであると言える．

4 ユニタリ群上の大対蹠集合とデザイン
前節までで複素グラスマン空間上の大対蹠集合を「最小サイズを持つあるデザイン」として特徴づける話をし
た．すると次にやるべきことは，他の体上でのグラスマン空間上の大対蹠集合とデザインの関係を調べる，また
他の対称空間上の大対蹠集合とデザインの関係を調べる，などが挙げられるだろう．今後個別に同様の問題を考
えるのはいい戦略とは言い難いので，出来れば一般論ができれば一番良い．
しかし，いきなり一般論を作り上げるのも容易ではないのでいくつかの具体例を計算しておきたい．再度，複
素グラスマン空間の場合に立ち返ってみると，定理 3.2の証明の多くの部分は，ユニタリ群のユニタリ表現を用
いた．そこで複素グラスマン空間の次に考えやすいのは，複素グラスマン空間の “親玉”であるユニタリ群上の
大対蹠集合であろう．この節では，ユニタリ群上の大対蹠集合とデザインについて得られたことを紹介する．
まずユニタリ群 U(n) 上のデザインを複素グラスマン空間のとき同様に定義する．U(n) 上の連続関数空間

C(U(n))は U(n)表現と見れるので
⊕

λ∈(Z)
n
+

Vλ

と既約表現分解できる．但し (Z)n
+
は n個の整数の組 (λ1, λ2, . . . , λn) で λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn を満たすもの全

体からなる集合であり，Vλ は最高ウエイト λを持つ U(n)の既約表現と同型な空間である．

定義 4.1. T を (Z)n
+
の部分集合とする．このとき U(n)の有限部分集合 X が以下の条件をみたすときに X を

T デザインと呼ぶ：
1

|X|
∑

a∈X

f(x) =
1

ξ(U(n))

∫

U(n)

f dξ ∀f ∈
⊕

λ∈T

Vλ.

ただし ξ は U(n)上の U(n)不変な Haar測度である．

この定義から定まる「あるデザイン」で U(n)上の大対蹠集合を特徴づけるというのがこの節の目標である．
尚，U(n)上の大対蹠集合は U(n)変換を除いて

S =





























±1 0
±1

. . .

0 ±1





























, |S| = 2n

と同型になることが知られている．
ユニタリ群上の大対蹠集合とデザインの関係はまだ完全に解明はしていないが，部分的に n = 2のとき解明
したことをここで述べる．

T := {(k, l) ∈ (Z)2
+
| k, lの片方が奇数で他方が偶数，若しくは k, lの両方が奇数で k = l}

とする．

定理 4.2. X を U(2)の有限部分集合とする．このとき次が成り立つ．
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(1) 大対蹠集合 S は T デザイン．
(2) X が T デザインならば，|X| ≥ 4 (= |S|)が成り立つ．

この結果から大対蹠集合 S は最小サイズの T デザインであることが分かる．しかし，逆に最小サイズの T デ
ザインとして大対蹠集合を特徴づけることは出来ない．実際に U(2)の部分集合として

X =

{(

z1 0
0 z1

)

,

(

−z1 0
0 −z1

)

,

(

z2 0
0 −z2

)

,

(

−z2 0
0 z2

)}

, (z1, z2 は絶対値 1の複素数)

とすると X は最小サイズの T デザインであるが, z1 = z2 = 1出ない限り X は対蹠集合にならない．ここで注
意したいことは T は大対蹠集合がデザインになりうる添字を全て集めてきた可算濃度の部分集合である．つま
り，n = 2のとき，U(2)上の大対蹠集合は「最小サイズのあるデザイン」として特徴づけることが出来ないこ
とがわかった．
今後は「最小サイズのあるデザイン」として特徴づけらないという現象は，n = 2の場合に特別起こりうるこ
となのか，一般の nに対して成り立つことなのかを調べて行きたい．また，一般の対称空間に対しても，大対蹠
集合が「最小サイズのあるデザイン」として特徴づけられるものとそうでないものの分類を行いたい．
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1

Ω Rm (body, ) C1 k : (0,+∞) → R

Ω

KΩ(x) :=

∫

Ω
k(r)dy, x ∈ Rm, r = |x− y| (1.1)

KΩ Ω

R

m

1.1 KΩ c Ω k-

Ω k- ,

• k-

• k- (Ω , )

• k- ( , )

, , k

1.2 k- , Ω (Ω )

, , KΩ Ω ,

∂2KΩ

∂v2
(x) < 0, v ∈ Sm−1, x ∈ convΩ (1.2)

2 r
α−m

-

k , [O1] [O2] Ω
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V
(α)
Ω (x) :=





∫

Ω
rα−mdy (0 < α 6= m),

−
∫

Ω
log rdy (α = m),

x ∈ Rm, r = |x− y| (2.1)

Ω r
α−m

-

2.1 cα Ω r
α−m

- ,

(1) 0 < α ≤ m , cα V
(α)
Ω

(2) m < α , cα V
(α)
Ω

2.2 ([O1]) α ≥ m+ 1 , Ω rα−m-

v ∈ Sm−1 x ∈ convΩ

α ≥ m+ 2 ,

∂2V
(α)
Ω

∂v2
(x) = (α−m)

∫

Ω

(
(α−m− 2)(v · (x− y))2 + r2

)
dy > 0

V
(α)
Ω convΩ

m+ 1 ≤ α < m+ 2 , v · (x− y) Schwarz ,

∂2V
(α)
Ω

∂v2
(x) ≥ (α−m)(α−m− 1)

∫

Ω
r2dy > 0

V
(α)
Ω convΩ ✷

2.3 ([O1]) 0 < α ≤ 1 Ω , Ω rα−m-

, V
(α)
Ω (x)

V
(α)
Ω (x) =

∫

Sm−1

(∫ ρ(x,v)

0
rα−1dr

)
dσ(v),

, ρ(x, v) = max{a ≥ 0|x+ av ∈ Ω} ∈ R Ω x

Ω rα−1 , convΩ 2 x x′ ,

2V
(α)
Ω

(
x+ x′

2

)
−

(
V

(α)
Ω (x) + V

(α)
Ω

(
x′
))

>

∫

Sm−1




2

∫ ρ(x,v)+ρ(x′,v)
2

0
−

∫ ρ(x,v)

0
−

∫ ρ(x′,v)

0


 rα−1dr


 dσ(v)

=

∫

Sm−1





∫ ρ(x,v)+ρ(x′,v)

2

min{ρ(x,v), ρ(x′,v)}
−

∫ max{ρ(x,v), ρ(x′,v)}

ρ(x,v)+ρ(x′,v)
2


 rα−1dr


 dσ(v) ≥ 0

, V
(α)
Ω convΩ ✷

2.2 2.3
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2.4 ([O1]) Ω , α , rα−m- ,

1 < α < m+ 1 rα−m-

, ( ) , [O2] , Ω Ω̃

(parallel body)

3

1.2 k- Ω , , Ω

k- Ω

(v, b) ∈ Sm−1 × R , v b Ω Ω+
v,b

{p ∈ Rm|p · v = b} Reflv,b , Reflv,b

(
Ω+
v,b

)
⊂ Ω

x ∈ Ω+
v,b , x′ = Reflv,b(x) ,

∫

Reflv,b(Ω+

v,b)
k
(∣∣x′ − y

∣∣) dy =

∫

Ω+

v,b

k (|x− y|) dy, (3.1)

∫

Ω+

v,b

k
(∣∣x′ − y

∣∣) dy =

∫

Reflv,b(Ω+

v,b)
k (|x− y|) dy (3.2)

,

KΩ

(
x′
)
−KΩ(x) =

∫

Ω\(Reflv,b(Ω+

v,b)∪Ω
+

v,b)

(
k
(∣∣x′ − y

∣∣)− k (|x− y|)
)
dy > 0 (3.3)

, Ω+
v,b k-

{p・v= b}

v

Ω＋
v, b

Reflect

0
Ω

x
x’

3.1 ([O1], [BM]) v

l(v) := min
{
a ∈ R

∣∣∣∀b ≥ a, Reflv,b

(
Ω+
v,b

)
⊂ Ω

}

♥(Ω) :=
⋂

v∈Sm−1

{p ∈ Rm|p · v ≤ l(v)}

, Ω

3.2 ([BM], [Sak1]) k- Ω

, k- , KΩ Ω

,
∂2KΩ

∂v2
(x) < 0, v ∈ Sm−1, x ∈ ♥(Ω) (3.4)
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4

k- , k-

4.1 k(r) = 1/
√
r, Ω =

{
(y1, y2)

∣∣∣(y1 − 1)2 + y22 ≤ 1
}
∪
{
(y1, y2)

∣∣∣(y1 + 1)2 + y22 ≤ 1
}

, ♥(Ω) {(y1, 0) |−1 ≤ y1 ≤ 1} (∂KΩ/∂x1) (λ, 0) Maple

1

, KΩ 2 convΩ , ♥(Ω)

4.2 k(r) = 1/
√
r, Ω = {(y1, y2) |0 ≤ y1 ≤ 1, 0 ≤ |y2| ≤ y1 tan(π/10)} , ♥(Ω)

{(y1, 0) |1/2 ≤ y1 ≤ 1}
(
∂2KΩ/∂x

2
1

)
(λ, 0) Maple 2

1: (∂KΩ/∂x1) (λ, 0) 2:
(
∂2KΩ/∂x

2
1

)
(λ, 0)

4.2 2 KΩ 2 convΩ

, ♥(Ω) k-

, 2 , KΩ 2 convΩ , ♥(Ω)

, k- , k , 2.4

, k′(r)/r

(
(rα−m)

′

r

)′

= (α−m)(α−m− 2)rα−m−4 > 0 ⇐⇒ 0 < α < m, m+ 2 < α, (4.1)

(
(rα−m)

′

r

)′

= (α−m)(α−m− 2)rα−m−4 < 0 ⇐⇒ m < α < m+ 2, (4.2)

(
(− log r)′

r

)′

=
2

r3
> 0 (4.3)

Ω , 3

(0) dim♥(Ω) = 0 ♥(Ω) k-

(1) dim♥(Ω) = 1 L , Ω L , L⊥

(2) dim♥(Ω) = 2 Ω
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(1) , 4.1 ( )

, Ω R2

(2) , Ω , [BM] , ♥(Ω) ,

( 3, 4)

○

×

△×

○

△

3:

○ ○

×

× △

△

4:

4.3 k′(r)/r Ω , k-

4.4 1 < α < 3 Ω , rα−2-
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正 N 角柱の対称性をもつ種数 1の N -エンド・カテノイド

室谷 文祥（大阪市立大学数学研究所）

1 序
M をコンパクト Riemann面、M := M \ {q1, . . . , qn}とし、全曲率が有限な完備共形極
小はめ込み X : M −→ R

3, X の Gauss写像 G : M −→ S
2, Gの Riemann球面への立体

射影 g : M −→ Ĉを考える。Weierstrass 表現公式により、X は、g とM 上の正則 1-form

η を用いて、次のように表示される。

(1.1) X(z) := Re

∫ z

Φ, Φ(z) = t(1− g2,
√
−1(1 + g2), 2g)η.

このとき、X の計量は ds2 = (1 + |g|2)2|η|2 で与えられる。また、X のWeierstrass デー
タ (g, η)はM 上有理型に拡張される。qj の除外近傍の X による像をエンド qj と呼ぶ。エ
ンド qj のフラックス・ベクトル ϕj は、qj を左に囲む単純閉曲線 γqj に沿う余法ベクトル
−→n の線積分 ϕj :=

∫

γqj

−→n ds で与えられる。Gaussの発散公式により、フラックス公式、す

なわち、各エンドのフラックス・ベクトルの総和が 0となることが従う。
以下、X は n-ノイド、すなわち、n個のエンドがすべて埋め込まれているとする。このと
き、各エンド qj において ϕj は G(qj)と平行であり、その比 wj := ϕj/(4πG(qj)) ∈ R が
定まる。wj をエンド qj のウェイトと呼ぶ。埋め込まれたエンドのうち、ウェイトが 0とな
るものを平面型エンド、0とならないものをカテノイド型エンドという。特に、n-ノイドの
うち、全てのエンドがカテノイド型であるものを n-エンド・カテノイドと呼ぶ。
n-ノイドXに対し、ウェイトとGauss写像の組 (w1, . . . , wn), (G(q1), . . . , G(qn))をXの
フラックス・データという。フラックス公式は、フラックス・データにより∑n

j=1
wjG(qj) =

0と書かれる。逆に、次のフラックス逆問題が考えられる。(cf. [6])

問題 1.1.
∑n

j=1
ajvj = 0を満たす a = (a1, . . . , an) ∈ R

n, v = (v1, . . . , vn) ∈ (S2)n を与
えたとき、それらをフラックス・データとする n-ノイドが存在するか。

一般に、この問題を解くためには、非分岐条件（計量が非退化となる条件）と周期条件

(1.2) Re

∫

γ

Φ = 0 (∀γ :閉曲線)

を解く必要がある。本稿では正 N 角柱の対称性をもつ種数 1の N -エンド・カテノイドにつ
いて、この問題を考える。
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2 種数 1の n-ノイドの定式化
本稿において、周期平行四辺形 T 2 = C/(Zω1 + Zω2)を考える際、基本周期 (ω1, ω2)は

Im(ω2/ω1) > 0 を満たすとする。

2.1 定式化とクラス分け
種数 1 の n-ノイド X : T 2 \ {u1, . . . , un} → R

3 において、(g, η) を X のWeierstrass

データとし、g の極が重複を込みにして s1, . . . , sn で与えられているとする。
すると、Weierstrassのシグマ関数により、η は

(2.1) η = −Q(u)2du, Q(u) := C

∏n
j=1

σ(u− sj)∏n
j=1

σ(u− uj)

√
σ(u− un)

σ(u− un − ω)
(C 6= 0 :定数)

と表示される。ここで、Qは分岐を 1つ固定し、(2ω1, 2ω2)を基本周期とする楕円関数と考
えている。また、ω は 2(u1 + · · ·+ un) + ω = 2(s1 + · · ·+ sn) をみたす定数である。必要
ならば sn の代表元を取り換え、ω ∈ {0, ω1, ω2, ω1 + ω2} とすることができる。
P (u) := g(u)Q(u)とすると、P , Qは次をみたす。

命題 2.1 ([5]). X : T 2 \ {u1, . . . , un} → R
3 を ω = m1ω1 +m2ω2 (m1,m2 ∈ {0, 1})の

タイプの n-ノイドとする。このとき、



Q(u+ ω1) = (−1)m2Q(u), P (u+ ω1) = (−1)m2P (u),

Q(u+ ω2) = (−1)m1Q(u), P (u+ ω2) = (−1)m1P (u)

が成り立つ。

なお、ω = ω1, ω = ω1 + ω2 のタイプの n-ノイドは、基本周期 (ω1, ω2) を取りかえるこ
とにより、ω = ω2 のタイプの n-ノイドに帰着される。これをふまえると、種数 1の n-ノイ
ドは、大きく ω = 0と ω = ω2 の 2つのクラスに分類される。ただし、面対称性や特定のエ
ンド配置を仮定する場合は、基本周期を固定し、4つのクラスを区別して考える。
ここで、ω = 0のクラスを考える。このクラスに含まれる既知の例として、Costaの 4-ノ
イド、およびその Kusner-Schmittによる一般化が挙げられる。(cf. [2, 7])

Weierstrassのゼータ関数により、次の表示を得る。

命題 2.2 ([4]). X : T 2 \ {u1, . . . , un} → R
3 を ω = 0のタイプの n-ノイドとする。このと

き、X のWeierstrass データは以下で表示される。

(2.2) g(u) =
P (u)

Q(u)
, η = −Q(u)2du.
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ここで、P , Qは次で与えられる。




P (u) =

n∑

j=1

cjζ(u− uj) + c0,

n∑

j=1

cj = 0

Q(u) =
n∑

j=1

bjζ(u− uj) + b0,
n∑

j=1

bj = 0.

(2.3)

さらにエンドにおける周期条件を、ウェイトの条件式に書き換え、1次のホモロジー生成
元に関する周期条件を書き下すことで、与えられたフラックス・データをもつ n-ノイドが存
在するための必要十分条件を記述することができる。(cf. [5])

2.2 面対称性と非存在
一般に、極小はめこみ X : M → R

3 において、Schwarzの鏡像による面対称性は、反正
則対合 I : M → M に対して与えられる。本稿では、反正則対合 I1(u) = uに関する面対称
性をもつ種数 1 の n-ノイドを考える。面対称性から、必要ならば基本周期を取り替えるこ
とにより、定義域のトーラスは長方形トーラス (ω1 ∈ R+, ω2 ∈

√
−1R+), ひし形トーラス

(ω1 ∈ R+, ω2 − ω1/2 ∈
√
−1R+) のいずれかに限られる。

長方形トーラスを定義域とする場合、特定のエンド配置のもとで次の主張が成り立つ。

命題 2.3 ([5]). ω1 ∈ R+, ω2 ∈
√
−1R+, uj ∈ Rを仮定する。このとき、ω = 0, ω2 のタ

イプの n-ノイド X : T 2 \ {u1, . . . , un} → R
3 で、反正則対合 I1(u) = uに関する面対称性

をもつものは存在しない。

ひし形トーラスを定義域とする場合、エンド配置にかかわらず次の主張が成り立つ。

命題 2.4. ω1 ∈ R+, ω2 − ω1/2 ∈
√
−1R+ を仮定する。このとき、ω = ω2, ω1 + ω2 のタ

イプの n-ノイド X : T 2 \ {u1, . . . , un} → R
3 で、反正則対合 I1(u) = uに関する面対称性

をもつものは存在しない。

以上より、反正則対合 I1(u) = uに関する面対称性をもち、uj ∈ R を満たす n-ノイドの
クラスは、(1) 長方形トーラス上では ω = ω1, ω1 + ω2, (2) ひし形トーラス上では ω = 0,

ω1 に限定される。

3 正 N 角柱の対称性をもつ N -エンド・カテノイド
前節の定式化をもとに、正 N 角柱の対称性をもつ N -エンド・カテノイドを考える。

3.1 長方形トーラス上の場合
ω̌1 ∈ R, ω̌2 ∈

√
−1R+ とし、(ω̌1, ω̌2)を基本周期とする長方形トーラス上で定義された

N -ノイドを考える。図 1のように 4重被覆を取れば、(ω1, ω2) := (2ω̌1, 2ω̌2) を基本周期と
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する長方形トーラス上で定義された ω = 0のクラスの 4N -ノイドが得られる。

0 ω̌1
ω1

ω̌2

ω2

図 1: 長方形トーラスの 4重被覆（N = 3の場合）

以下、この 4 重被覆でWeierstrass データ (g, η) を考える。d を 1 ≦ d ≦ N − 1 を満た
し、N と互いに素な自然数とする。そして、正 N 角柱の対称性、すなわち次の 3つの対称
性を仮定する。

(3.1)





I1(u) := u, g ◦ I1 =
1

g
, I∗

1
η = −g2η,

I2(u) := −u, g ◦ I2 = g, I∗
2
η = −η,

TN (u) := u+
ω̌1

N
, g ◦ TN = ζdNg, T ∗

Nη = ζ−d
N η,

ここで、ζN := exp (2π
√
−1/N)である。

必要ならば、R
3 における対称変換により P (u), Q(u), dを取り替え、

(3.2)





Q ◦ I1(u) =
√
−1P (u),

Q ◦ I2(u) =
√
−1Q(u), P ◦ I2(u) =

√
−1P (u),

Q ◦ TN (u) = ζ−d
2NQ(u), P ◦ TN (u) = ζd

2NP (u),

が成り立つとしてよい。対称性により、非分岐条件とエンドにおける周期条件は自動的に成
り立つ。そして、ホモロジー生成元に関する周期条件を解くことにより、次の主張を得る。

定理 3.1. 長方形トーラス上定義され、(3.2)で与えられる対称性をもつ N -エンド・カテノ
イドが存在するための必要十分条件は d < N/2となることである。また、この条件をみた
す各 N , dに対し、(3.2)の対称性をもつ N -エンド・カテノイドは一意である。

なお、命題 2.1により、このN -エンド・カテノイドのクラスは dが奇数のとき ω̌ = ω̌1+ω̌2,

dが偶数のとき ω̌ = ω̌1 となる。

3.2 ひし形トーラス上の場合
N を奇数、ω̌1 ∈ R, ω̌2 − ω̌1/2 ∈

√
−1R+ とし、(ω̌1, ω̌2)を基本周期とするひし形トー

ラス上で定義された N -ノイドを考える。面対称性をもつものを考えると、命題 2.4により、
この N -ノイドのクラスは ω̌ = 0, ω̌1 となる。いずれのクラスについても、図 2のように 2

重被覆をとり、基本周期を取り替えれば、(ω1, ω2) := (ω̌1, 2ω̌2 − ω̌1) を基本周期とする長方
形トーラス上で定義された ω = 0のクラスの 2N -ノイドが得られる。
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0 ω1 = ω̌1

ω̌2

ω2

図 2: ひし形トーラスの 2重被覆（N = 5の場合）

以下、この 2 重被覆でWeierstrass データ (g, η) を考える。d を 1 ≦ d ≦ N − 1 を満た
し、N と互いに素な偶数とする。そして、正N 角柱の対称性 (3.1)を仮定する。長方形トー
ラスの場合と同様、R

3 における対称変換により、(3.2)が成り立つとしてよい。この条件の
もと、周期条件を評価することにより、次の主張を得る。

定理 3.2. ひし形トーラス上定義され、(3.2)で与えられる対称性をもつ N -エンド・カテノ
イドが存在するための十分条件は d ≦ 2N/5となることであり、これをみたす各 N , dに対
し、少なくとも 2つ存在する。また、非存在の十分条件は d ≧ CN となることである。こ
こで、C := maxx∈(1,+∞)(2x log x)/(x+ 1)2 ≈ 0.4477 である。

なお、命題 2.1により、この N -エンド・カテノイドのクラスは d/2が奇数のとき ω̌ = 0,

d/2が偶数のとき ω̌ = ω̌1 となる。
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法束の極小性と austere部分多様体

梶ヶ谷徹 ∗ (東北大・理)

本講演では, Riemann多様体M 上の接束 TM に自然に定義される almost Kähler構造を考え,

M 内の部分多様体N の法束 νN として得られる Lagrange部分多様体の外在的性質を調べた結果
を紹介する. 特に, M が実空間形の場合に, 法束に対する平均曲率形式の公式を導出し, 法束の極
小性によってM 内の austere部分多様体が特徴付けられることを示した上で, いくつかの応用を
与える. また, 複素 Euclide空間Cm内のハミルトン極小 Lagrange部分多様体の族が, ある等径部
分多様体の法束として現れることを見る.

Riemann多様体M内の部分多様体Nが austere部分多様体であるとは,任意の点 p ∈ Nに対し,

各単位法ベクトル ν ∈ νpN に関する主曲率が−1倍に関して不変になるときを言う. この概念は,

Harvey-Lawsonが論文 [3]の中で, 複素 Euclid空間Cm内の特殊 Lagrange部分多様体を構成する
中で導入された. 彼らは, Euclid空間Rm内の部分多様体N の法束 νN として得られる Lagrange

部分多様体が, 接束 TRm ≃ Cm内の (ある phaseのもとでの)特殊 Lagrange部分多様体であるた
めの必要十分条件が, N が Rm内の austere部分多様体であることを示した.

接束または余接束上の構造には, 様々なものが知られており, Harvey-Lawsonの結果はそのいく
つかの場合に拡張されている. 例えば, Stenzelは階数 1のコンパクト型対称空間M 上の余接束上
にRicci-flatなKähler計量 gstを構成したが, Karigiannis-MinOoは, 球面 Snの場合に austere部
分多様体を, その余法束が (T ∗Sn, gst)内の特殊 Lagrange部分多様体になることとして特徴付けた
[8]. また, Y. Dongは, austereの概念を擬 Euclide空間Rm

p の場合に拡張し, Rm
p 内の (拡張された

意味での)austere部分多様体に対して, 同様の特徴付けを与えている [2].

以下では, (M, g)は常にRiemann多様体を考え, 余接束 T ∗M は, 計量 gによる標準的な同型の
もと接束 TM と同一視する. M 上の Riemann計量は, 自然なしかたで接束上に佐々木計量と呼
ばれる Riemann計量 gS を誘導する. また, TM の接空間の水平成分と垂直成分による直交分解
TTM = H⊕ V のもと自然に定義される概複素構造 J と, T ∗M の標準的なシンプレクティック構
造 ωにより, (TM, J, ω, gS)は almost Kählerとなる. ただし, これが Kählerになるのは, (M, g)

が flatの時に限ることに注意しておく. 以下ではまず, この構造に関して, Harvey-Lawsonの結果
の拡張を試みる. そのために, M の部分多様体N の法束 νN の平均曲率形式を計算する. ここで,

*日本学術振興会特別研究員 (DC2), E-mail: sa9m09@math.tohoku.ac.jp
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平均曲率形式とは, νN の平均曲率ベクトルH に対して, αH := H⌋ω|N で定義される νN 上の 1

形式である. (M, g)が実空間形の場合には, 次の公式が得られる.

定理 1 ([6]). N を実空間形M(c)内の部分多様体とする. このとき, gS に関する, 法束 νN の平均
曲率形式は次で与えられる:

αH = d

(

n
∑

i=1

tan−1
κi

)

− cU

(

n
∑

i=1

tan−1
κi

)

U
∗
,

ここで, κi (i = 1, · · · , n)はN の (νN 上で定義された)主曲率関数であり, U(z) := uv
z , z = (p, u)

は canonical vertical vector fieldである.

この平均曲率形式からまず次が従う.

系 1 ([1], [6]). 実空間形M(c)内の部分多様体Nが austereであることは,その法束 νNが (TM, gS)

内の極小 Lagrange部分多様体であることと同値である.

c = 0のときが, Harvey-Lawsonの結果である. この系 1は Cintract-Morvanらによって初めて
示されたものであるが [1], 定理 1はそこには現れていない. 系 1は定理 1より容易に示されるが,

austere性は νN 上で θ :=
∑n

i=1 tan−1κi = 0と同値であることに注意しておく.

定理 1を単位接束 T1M 内の単位法束 ν1N に適用することができる. この場合, T1M には標準
的な接触計量構造が入り, ν1N は Legendre部分多様体となる. また, その平均曲率ベクトルはH

を ν1N に制限したものに等しい. 従って, 次を得る.

系 2 ([6]). N を実空間形M(c)内の austere部分多様体とする. このとき, ν1N は T1M 内の極小
Legendre部分多様体である.

この逆は一般に成り立たないことに注意する. また, M = Sm(1)のときに限り, T1S
mは佐々木

多様体である. この場合, gSから誘導される計量はEinsteinではないが, η-Einsteinであり, Stiefel

多様体 V2(R
m+1) ≃ T1S

mの標準的な SO(m + 1)不変佐々木-Einstein構造とD-相似的となる. 計
量のD-相似変形で, Legendre部分多様体の極小性は保たれるから, 球面内の austere部分多様体の
単位法束は, Stiefel多様体内の極小 Legendre部分多様体を与える. このことは次のように言い換
えることもできる. π : V2(R

m+1) → G̃r2(R
m+1)は向き付けられた 2平面Grassmann多様体上の

主 S1束で, φ : ν1N → T1S
mを Legendreはめ込みとすると, G := π ◦ φは G̃r2(R

m+1)(これは複
素二次曲面Qmと同一視される)への Lagrangeはめ込みである. 一方, この写像 Gは, ν1N を指数
写像によってN の球面内の tubeと同一視したときの tubeの (法空間を対応させる)Gauss写像と
見なせる. すなわち,

系 3 ([6]). N を球面 Sm(1)内の austere部分多様体とする. このとき, N の tubeは G̃r2(R
m+1)

内への極小なGauss写像を持つ.
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N が austere超曲面ならN 自体が極小なGauss写像を持つ. また, この系の最も基本的な例が,

等径超曲面である. (球面内の)等径超曲面は, ある焦部分多様体の tubeであるが, その焦部分多
様体はすべて austereであることが知られている (例えば, [5]). なお, 等径超曲面のGauss写像の
極小性は B.Palmerが初めて指摘したことである. 系 3はそのことの拡張である. また, 定理 1は
Palmerが示したGauss写像に対する平均曲率形式の公式の一般化にあたる [10].

なお, austere部分多様体の例は, 極小曲面の他, いくつかの具体例が知られている. 球面の場合
なら, 重複度の等しい等径超曲面族のうちの一つや, 他にも例えば, [4]や [5]に例がある.

系 1をふまえて, 以上のことがより一般の Riemann多様体で成立するかどうかは, 興味深い問
題であるが, 答えは否定的である. 例えば, non-flatな複素空間形M 内の極小曲面N2の法束がま
た (TM, gS)内で極小であるなら, N2は全測地的であるか holomorphicでなければならないこと
が示される. 従って, N が austereであっても, 法束が極小にならないものが存在する.

一方で, 極小な法束を持つ austere部分多様体の例は non-flatな複素空間形内にもたくさん存在
する [7]. 例えば, 複素部分多様体, 全測地的部分多様体, 一定の主曲率を持つ austere Hopf超曲
面は極小な法束を持つ. これらはすべて austereである. 一定の主曲率を持つ Hopf超曲面の場合
は, 法束が極小になるのは, austereのときに限り, それはCP 2k+1内の全測地的部分多様体CP kの
tubeしかないことに注意しておく.

なお, 一般の Riemann多様体に対して, 全測地的部分多様体の法束は極小である [7]. 実空間形
の場合, N が全測地的であることと, νN が全測地的であることは同値であるが, この同値性も一
般のRiemann多様体では成立しない. 例えば, CPn (resp. CHn)内の部分多様体N の法束が全測
地的であるための必要十分条件は, N が全測地的部分多様体 CP k (resp. CHk, k = 1, · · · , n − 1)

または RPn (resp. RHn)と局所的に合同になることである [7].

一般にKähler多様体内のLagrange部分多様体がハミルトン極小 (H-極小)であるとは,その平均
曲率形式が δαH = 0を満たすときを言う. ここで, δは余微分作用素である. この概念はY. G.-Oh

によって初めて導入され, (コンパクトサポートをもつ)ハミルトン変形のもとでの体積変分の停留
値になるものとして特徴付けられる [9]. 例えばCm内の標準的なトーラス Tmや, 平行な平均曲率
形式を持つ Lagrange部分多様体は, H-極小な例である.

以下では, 複素 Euclide空間 Cm内の H-極小 Lagrange部分多様体を考える. まず, 定理 1より
次が示せる:

系 4 ([6]). N を Rm内の部分多様体とする. このとき, 法束 νN が TRm ≃ Cm内で平行な平均曲
率ベクトルを持つならば, それは極小である. 従って, 次の 3つは同値である: (i) N は austere, (ii)

νN は極小, (iii) νN は平行な平均曲率ベクトルを持つ.

この系より,平行な平均曲率を持つと言う意味での, Cm内の極小でない, H-極小Lagrange法束は
存在しない. 一方で, Sakakiは, 3次元Euclide空間R3内の曲面N2の法束がTR3 ≃ C3内でH-極小
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となるものを完全に分類した [11]. それは (i)極小曲面, (ii) S2(r), (r > 0), (iii) S1(1/
√

2) ⊂ S2(1)

の coneのいずれかである. (i)は austereであり, (ii), (iii)がそれ以外の例である. ここでは, (ii),

(iii)が R3または S2内の等径超曲面であることに着目し, 一般の Cm内に H-極小な Lagrange部
分多様体を構成する. 実際, 定理 1より法束の平均曲率は, N の主曲率で表されていたことを思い
出すと, 等径超曲面 (またはより一般に等径部分多様体)は最も調べやすいクラスであると考えら
れる. まず, Sakakiの与えた例は次のように一般化される.

定理 2 ([6]). (1) Nn を Rn+1 内の等径超曲面とする. このとき νN が, TRn+1 ≃ Cn+1 内の, 極
小でない, H-極小な Lagrange部分多様体であるための必要十分条件は, N が spherical cylinder

N(r) := Rn−2 × S2(r)(r > 0, n ≥ 2)と局所的に合同になることである. 特に r 6= r′なら, νN(r)

と νN(r′)は互いに等長的ではない. 従って, 平行超曲面族 {N(r)}r>0の法束は, Cn+1内のH-極小
Lagrange部分多様体の１パラメータ族を与える.

(2) Nn を Sn+1 内の等径超曲面とする. このとき N の twisted normal cone CN := {(tp, sν) ∈
TRn+2; p ∈ N, ν ∈ ν1N, s, t ∈ R} が, TRn+2 ≃ Cn+2 内の, 極小でない, H-極小な Lagrange部
分多様体であるための必要十分条件は, N が次のいずれかと局所的に合同になることである: (i)

S2(r) (0 < r < 1), (ii) Sn(1/
√

2)(n ≥ 1), (iii) Sm1(1/
√

2)×Sm2(1/
√

2) (m1+m2 = n, m1 6= m2).

次に球面 Sn+1内の等径超曲面N で, それを Euclide空間Rn+2内の部分多様体と見なしたとき
の法束の H-極小性を考える. この場合, N の位置ベクトルに関する主曲率はすべて −1であるか
ら, N は Rn+2内で austereにはなり得ない. 従って, 法束は極小にはならないことに注意する.

定理 3 ([6]). Nnを Sn+1(1)内の等径超曲面とする. このとき, Rn+2の部分多様体として, N の
法束 νN が TRn+1 ≃ Cn+1 内の H-極小 Lagrange部分多様体である必要十分条件は, N の Sn+1

内における相異なる主曲率の重複度がすべて 2となることである. すなわち, N は次の 5つのう
ち, いずれかと局所的に合同である: (i) S2 → S3(1) ⊂ R4, (ii) S2 × S2 → S5(1) ⊂ R6, (iii)

SU(3)/T 2 → S7(1) ⊂ R8, (iv) SO(5)/T 2 → S9(1) ⊂ R10, (v) G2/T 2 → S13(1) ⊂ R14. 特にこれ
らの平行超曲面族の法束はH-極小 Lagrange部分多様体の 1-パラメータ族をなす.

また,球面内の等径超曲面の焦部分多様体のH-極小法束の分類に関する結果も合わせて紹介する.
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Antonio Ros

[4]

1

Fubini-Study 1 n CPn(1) CPn(1)

Antonio Ros [4]

1.1 (A.Ros). CPn(1) M

M 1/2

Ros

2

Grp(C
n) n p

n p Gr Cn

2.1. Grp(C
n) Cn := Gr × Cn −→ Gr

S := {(l, v) ∈ Cn | v ∈ l} −→ Gr ; (l, v) 7−→ l

Grp(C
n) tautological vector

bundle Q → Gr

Q → Gr

0 −→ S −→ Cn −→ Q −→ 0.

Grp(C
n) universal quotient bundle
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Cn

hS

C∞-

hQ

2.2. Grp(C
n) T1,0Gr

T1,0Gr ∼= S∗ ⊗Q (1)

S∗ → Gr S → Gr

hGr = hS∗ ⊗ hQ

Fubini-Study

d S → Gr Q → Gr

Cn → Gr

ds = ∇Ss+Hs, s ∈ Γ(S),

dt = Kt+∇Qt, t ∈ Γ(Q).

Γ(S) S → Gr Γ(Q) S Q

S ∇S ∇Q

S → Gr Q → Gr H Hom(S,Q) (1, 0)- K Hom(Q,S)

(0, 1)- H S → Gr Cn → Gr

H K [2] [3]

2.3. s ∈ S t ∈ Q

hQ(Hs, t) = −hS(s,Kt)

2.4. S → Gr Q → Gr RS RQ U, V ∈ T1.0xGr s ∈ Sx t ∈ Qx

RS(U, V )s = KV HUs, RQ(U, V )t = −HUKV t (2)

2.5. U, V ∈ T1,0xGr

hGr(U, V ) = −traceQHUKV = −traceSKV HU

2.2. ∇Gr = ∇S∗ ⊗∇Q

RGr

RGr = RS∗ ⊗ idQ + idS ⊗RQ

2.4.
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2.6. Grp(C
n) 2.2. RGr

RGr(U, V )Z = −HZKV HU −HUKV HZ (3)

(1, 0)- S∗ ⊗Q

2.7. Gr1(C
n) 2.6. (1, 0)- U

RGr(U,U)U = −2HUKUHU

1 2.5.

hGr(U,U) = −KUHU

1 (1, 0)- U Hol(U)

Hol(U) = hS∗⊗Q(−2HUKUHU , HU )

= hGr(U,U) · hS∗⊗Q(2HU , HU ) = 2 (hGr(U,U))
2
= 2

2

3

M f : M → Grp(C
n) M

Gr Q → Gr f f∗Q → M Grp(C
n) Q → Gr

H0(Q) Cn Cn f∗Q → M

M × Cn −→ f∗Q : (x, t) 7−→ t(x)

M V → M W ⊂ H0(V )

ev : M ×W −→ V : (x, t) 7−→ t(x)

x ∈ M evx : W → Vx : t 7→ t(x) Ker(evx) W

p p x

f : M −→ Grp(W ) : x 7−→ Ker(evx)

3.1. Grp(W ) Q → Gr f f∗Q → M

V ∼= f∗Q as holomorphic vector bundle
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M M

(V → M,W ) 1 1

f : M → Gr Gr f∗Q → M

4

4.1 (K-Nagatomo[2]). Grp(C
n) Cn p

Cn Gr M

f : M → Gr f f∗Q → M

M 1/q 2

q

4.1. E → M R 2

E → M

4.2. M 2 α

Rf∗Q(U, V ) = α(U, V )idf∗Q, U, V ∈ T1,0
x
M

U = V (2)

α(U,U)idf∗Q = Rf∗Q(U,U) = −HUKU

f∗Q

−HU ◦KU : Qx −→ Sx −→ Qx.

p ≥ q

Grp(C
n) Grq(C

n∗) p ≥ q

p = n− 1 1

2 1.1.

Ros

f∗Q → M
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Nadel type vanishing theorems and ∂-equations
( )

shinichi@sci.kagoshima-u.ac.jp

1

, [Mat13] Nadel
. , X n Kähler , F X ( )
. / ,
. , . ,

KX ⊗ F ,
. , KX X ( n- ) .

. F C∞- her-
mite strictly positive . ,

:

H i(X,KX ⊗ F ) = 0 for any i > 0.

, . ,
.

Nadel , (sin-

gular metric) (multiplier ideal sheaf)

. Nadel L2- ∂-
, . , / ,

. , Nadel .
, , Nadel ([Mat13, Theorem 1.1])
.

2

Nadel , .
, . ( [Dem] .)

, F C∞- hermite g .

( , ). (1) X L1- ϕ , h := ge−ϕ F

. , ϕ h weight .

(2) h
√
−1Θh(F ) :
√
−1Θh(F ) =

√
−1Θg(F ) + ddcϕ.
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,
√
−1Θg(F ) g Chern , ϕ h weight .

h weight ϕ C∞- , h C∞ .
, , h Chern . ,

C∞- . weight ϕ

C∞- L1- . ,
ddcϕ ϕ . (

, ϕ L1- . ) ,
√
−1Θh(F )

C∞- (1, 1)- , (1, 1)- .
(1, 1)- semi-positivity ,
semi-positivity .

√
−1Θh(F ) (1, 1)- semi-

positive ,
√
−1Θh(F ) ≥ 0 . g g = e−f ,

semi-positivity , f +ϕ . (
.

[Dem] ).
, . ω X Kähler .
C ,

√
−1Θh(F ) ≥ −Cω h .

, ϕ C∞- . , h
I(h) : U ,

I(h)(U) := {f ∈ OX(U)
∣

∣ |f |2e−2ϕ ∈ L1
loc(U).}

, OX(U) U . ,
h L2- .

, / . {si}Ni=1 F

. , ϕ := log
∑N

i=1 |si|g L1- . , |si|g
si g . , h := ge−ϕ

( )ddc(log
∑N

i=1 |si|) . log
∑N

i=1 |si| ,
h semi-positive . si , h

C∞- . , .
. .

, . ,
.

, . .

3 Nadel

, Nadel . ,
I(h) KX ⊗ F ⊗ I(h) .
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1 (Nadel). h ( ) (
√
−1Θh ≥ ω) . ,

.

H i(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) = 0 for any i > 0.

, ∂- . , h

Kähler ω L2- :

L
n,i

(2)(X,F )h,ω := {u | u F - (n, i)- ‖u‖2h,ω < ∞ . }

, ‖u‖2h,ω |u|2h,ω , ‖u‖2h,ω :=
∫

X
|u|2h,ωωn

L2- . , ∂- : ∂i = ∂ : Ln,i

(2) → L
n,i+1
(2)

. , H i(X,KX ⊗ F ⊗I(h))
:

H i(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) ∼= Ker∂i/Im∂i−1

, Nadel , ∂-closed u ∈ L
n,i

(2)(X,F )h,ω , ∂-

: ∂v = u ‖v‖2h,ω < ∞ v . , Nadel

, ∂- ‖ · ‖h,ω L2-
. , Nadel , strictly positive

, ∂- L2- ( , [Dem82]
).

4

h semi-positive (
√
−1Θh(F ) ≥ 0) , Nadel

( ) . semi-positive , “
” . (minimal singular metric)
, hmin . , h hmin ,

Nadel . :

(a) I(hmin) I(‖F‖)(asymptotic
multiplier ideal) Nadel ([DEL00]).

(b) I(hmin) I+(hmin) , Nadel .
( .)

I+(hmin) [DEL00] . I(hmin) I+(hmin)
. , Demailly-Kollár

the openness conjecture . [Ber13], [DK01]
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. , I(hmin) Nadel .
, . ,
, , Nadel

.

(1) hmin ( ) stricitly positive .

(2) hmin ,
.

[Mat13] , ( ). ,
. , , (1), (2)

, .

2 (M.). F (big) ( ,

). , .

H i(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) = 0 for any i > 0.

.

[ ] .
(Kollár ) , ∂-

. (Kollár [Kol86],
[Eno90] .) (1), (2)
. .

[Step 1] , h Zariski C∞- {hε}ε>0 .
F - (n, i)- u . , u hε

uε ∂vε , u = uε + ∂vε .
uε = 0 , ∂- , .

[Step 2] F Fm s . ,
, suε “ ” . (hε

, Step . )

[Step 3] s , ∂- ∂βε = suε . , h
βε L2- βε .

[Step 4] suε L2- 0 .
uε 0 , u ∂- .
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階数 1の非コンパクト型対称空間内の逆平均曲率流
酒井 勇輔

東京理科大学大学院理学研究科数学専攻

1 序
本講演の内容は, 小池直之先生 (東京理科大学) との共同研究に基づく. M を n 次元の (C∞)閉多様体, (N, ḡ)

を (n+ 1) 次元の (C∞)完備リーマン多様体とする. また,

Ft : M →֒ (N, ḡ) (t ∈ [0, T ))

を N への (C∞) 閉超曲面はめ込みの C∞ 級の 1 パラメータ族とする. 写像 F : M × [0, T ) → (N, ḡ) を
F (p, t) := Ft(p) ((p, t) ∈ M × [0, T )) により定義し, また, Mt := Ft(M) (t ∈ [0, T )) とおく. はめ込みの族
Ft (t ∈ [0, T )) が次の発展方程式を満足しているとき, その族を逆平均曲率流と呼ぶ:

∂F

∂t
=

1

H
ν (IMCF)

ここで, ν は超曲面 Mt の外向きの単位法ベクトル場を表し, H は Mt の −ν に関する平均曲率を表す. また,

(IMCF) を逆平均曲率流方程式と呼ぶ. さらに, 各超曲面 Mt は平均凸, すなわち M × [0, T ) 上で H > 0 を満た
すと仮定する. いかなる平均凸である閉超曲面に対しても, それを発する逆平均曲率流が短時間において存在する
ことが Huisken-Polden [9] によって示されている.

N がユークリッド空間の場合は, Gerhardt [2] により, 平均凸である閉超曲面を発する逆平均曲率流が全時間で
存在し, 相似的に発展する球面解に漸近することが示されている. また, Huisken-Ilmanen [8] により, 平均凸かつ星
状型の閉超曲面に対し, それを発する逆平均曲率流に沿う平均曲率の次のような下からの評価式が得られている.

定理 ([8]). F : M × [0,∞) → Rn+1 をユークリッド空間 Rn+1 内の平均凸かつ星状型の閉超曲面を発する逆平
均曲率流で, F0 の支持関数 w0 が, ある正定数 R1, R2 に対して 0 < R1 ≤ w0 ≤ R2 を満たすようなものとする.

このとき, M × [0,∞) 上で
1

Hw
≤ C(n)max

{

1√
t
, 1

}

1

R1
[vol(M0)]

1

n

および
H ≥ min {

√
t, 1}

C(n)

R1

R2
e−

t
n [vol(M0)]

− 1

n

が成立する. ここで, C(n) は n のみに依存する正定数である.

一方, N が双曲空間の場合, Gerhardt [4] により, 平均凸かつ星状型の超曲面を発する逆平均曲率流が全時間で
存在することが示されている.

本講演の目的は, N が階数 1の非コンパクト型対称空間の場合に, Huisken-Ilmanen [8] の結果に類似して, 平
均凸かつ星状型の閉超曲面を発する逆平均曲率流に沿う平均曲率の下からの評価式を得ることである (定理 5を参
照).
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M0

in fact

N

Mt1

Mt2

N(∞)

0 < t1 < t2

2 基本的な幾何学量の発展方程式
本節では, 逆平均曲率流に沿う様々な幾何学量に関する発展方程式について述べる. 記法は [11] の流儀に従う.

M を n 次元の閉多様体, (N, ḡ) を (n+ 1) 次元の完備なリーマン多様体とし, Ft : M →֒ N (t ∈ [0, T )) を逆平均
曲率流とする. ∇̄ をリーマン計量 ḡ の Levi-Civita 接続とし, ∇̄Ft , ∇̄F をそれぞれ写像 Ft, F に沿う ∇̄ の引き戻
し接続とする. はめ込み Ft により誘導される M の幾何学量には, 添字 t を付す. つまり, gt を Ft による誘導計
量, ∇t を gt の誘導接続, dµt を gt の体積要素, νt を Mt の外向きの単位法ベクトル場, ht を Mt の −νt に関す
る第 2基本形式, At を Mt の −νt に関する形作用素とする.

M 上のベクトルバンドル E に対し, E の切断全体の集合を Γ(E) と表し, 自然な射影 πM : M × [0, T ) → M

による E の引き戻しバンドルを π∗
ME と表す. S ∈ Γ(π∗

M (T (0,2)M)) に対し,
∂S

∂t
∈ Γ(π∗

M (T (0,2)M)) を
(

∂S

∂t

)

(p,t)

:=
dS(p,t)

dt
((p, t) ∈ M × [0, T ))

により定義する. ここで, T (0,2)M は M の (0, 2)次テンソルバンドル,
dS(p,t)

dt
はベクトル値関数 t 7→ S(p,t) ∈

T
(0,2)
(p,t) M の微分を表す. また, g, h ∈ Γ(π∗

M (T (0,2)M)), A ∈ Γ(π∗
M (T (1,1)M)) をそれぞれ

g(p,t) := (gt)p, h(p,t) := (ht)p, A(p,t) := (At)p ((p, t) ∈ M × [0, T ))

により定義する. π∗
M (TM) の接続 ∇ を

∇V W := ∇t
V W(·,t) (V ∈

(

π∗
M (TM))(p,t) ((p, t) ∈ M × [0, T )), W ∈ Γ(π∗

M (TM))
)

,
(

∇ ∂
∂t
W

)

(p,t)
:=

dW(p,t)

dt
((p, t) ∈ M × [0, T ))

により定義する. ここで,
dW(p,t)

dt
はベクトル値関数 t 7→ W(p,t) ∈ TpM の微分を表す.

(U, (x1, . . . , xn)) を M の局所座標とし, e0 := νt, ei := dFt(
∂

∂xi ) (i = 1, . . . , n) とおく. S ∈ Γ(π∗
M (T (0,2)M))

に対し, S,
∂S

∂t
の

(

U, (x1, . . . , xn)
)

に関する成分をそれぞれ Sij ,

(

∂S

∂t

)

ij

と表す. また, S̄ ∈ F ∗(T (0,s)N) に対

し, S̄ の (e0, e1, . . . , en) に関する成分を S̄α1...αs
(0 ≤ α1, . . . , αs ≤ n) と表す.

以上の準備のもと, g, dµ, ν, h, H に関する発展方程式は, 次のように記述される. ここで, (4) を導出する際に
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Simons の恒等式 ([13]) を用いることを注意しておく.

補題 1. (1)
∂g

∂t
=

2

H
h

(2)
d

dt
[dµ] = dµ

(3) ∇̄F
∂t
ν =

1

H2
dF (grad H)

(4)

(

∂h

∂t

)

ij

=
∂

∂t
[hij ] = − 2

H3
∇iH · ∇jH +

1

H2



(∇∇H)ij +H
n
∑

k,l=1

hjkg
klhil −HR̄0ij0





=
1

H2
(△h)ij −

2

H3
∇iH · ∇jH − 2

H
R̄0ij0 +

1

H2
(‖A‖2 +Ric00)hij

− 1

H2

n
∑

k,l,a,b=1

(

R̄kialhbj + R̄kjalhib − 2R̄kijahlb

)

gklgab − 1

H2

n
∑

k,l=1

(

(∇̄R̄)k0jil + (∇̄R̄)i0lkj
)

gkl

(5)
∂H

∂t
=

1

H2
△H − 2

H3
‖grad H‖2 − 1

H

(

‖A‖2 +Ric00
)

ここで, △ は ∇ に関するラプラス作用素を表し, R̄αβγδ :=
∑n

ǫ=0 R̄αβγ
ǫgǫδ (R̄ = {R̄αβγ

ǫ} は ḡ のリーマン曲率
テンソル), Ric00 :=

∑n
i,j=1 R̄0ij0g

ij である.

3 支持関数の発展方程式
本節以降, N = G/K を最小の断面曲率が 4c(< 0) であるような階数 1 の非コンパクト型対称空間 (つまり,

N = FHm(4c) (F = R,C or Q,m ≥ 2), または, OH2(4c))とし, (g, θ) を G/K に随伴する直交対称リー代数とし,

p := {X ∈ g | θ(X) = −X} とおく. ここで, p は接空間 TeK(G/K) (eはGの単位元) と同一視されることを注意
しておく. eK は初期データ M0 の内部領域に属していると仮定しても一般性を失わない. 簡単のため, p0 := eK

とおく. Mt の支持関数 wt を

wt(p) := ḡF (p,t)

(

c′v(p,t)(1), ν(p, t)
)

(p ∈ M)

により定義する. ここで, v(p, t) := exp−1
p0

(F (p, t)) であり, cv(p,t) は v(p, t) ∈ Tp0
(G/K) 方向の極大測地線を表

す. M × [0, T ) 上の関数 w を w(p, t) := wt(p) ((p, t) ∈ M × [0, T )) により定義する. M × [0, T ) 上で w > 0 で
あるとき, F を星状型解と呼ぶ.

N = G/K は階数 1の非コンパクト型対称空間であるので, N 内の ξ 方向の測地線 cξ に沿うヤコビ場 J は

J(s) = Pcξ |[0,s]
(

Dco
sξ(J(0)) + sDsi

sξ

(

DJ

ds
(0)

))

(1)

と記述される ([14] 参照). ここで, Pcξ |[0,s] は ∇̄ に関する cξ|[0,s] に沿う平行移動を表し,
D

ds
は引き戻し接続 ∇̄cξ

を表し, Dco
sξ , D

si
sξ は次式によって定義される p の線型変換を表す:

Dco
sξ := cosh (s · ad(ξ)), Dsi

sξ :=
sinh (s · ad(ξ))

s · ad(ξ) (ad : gの随伴表現を表す)

また, p の線型変換 Qco
ξ,·, Q

si
ξ,· を次式により定義する:

Qco
ξ,· :=

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k)!

2k
∑

l=1

ad(ξ)l−1 ◦ ad(·) ◦ ad(ξ)2k−l, Qsi
ξ,· :=

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!

2k+1
∑

l=1

ad(ξ)l−1 ◦ ad(·) ◦ ad(ξ)2k+1−l

簡単のため, X := d(exp−1
p0

)(ν) とおく. 補題 1の発展方程式, および, ヤコビ場の記述 (1) を用いて, 次の w に関
する発展方程式を得る.
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補題 2.

∂w

∂t
=

1

H2
△w +

2

H
ḡ
(

Dco
v (X), Dsi

v (X)
)

+
‖A‖2
H2

w − 1

H2
ḡ
(

Tr•g

((

Qco
v,(Dco

v ◦(Dsi
v )−1)(•) ◦ (Dsi

v )−1
)

(•)
)

, Dsi
v (X)

)

+
1

H2
ḡ
(

Tr•g

((

Dco
v ◦ (Dsi

v )−1 ◦Qsi
v,(Dco

v ◦(Dsi
v )−1)(•) ◦ (Dsi

v )−1
)

(•)
)

, Dsi
v (X)

)

− 2

H2
Tr

(

(dFt)
−1 ◦ prdFt(TM) ◦Dco

c′v(1)
◦ (Dsi

c′v(1)
)−1 ◦ dFt ◦A

)

が成立する. ここで, Tr•g(·) は • の位置で g に関するトレースを取ることを表し, prdFt(TM) は F ∗
t (TN) から

dFt(TM) への射影を表す.

補題 1, 2の発展方程式を用い, 最大値原理の証明における議論を行うことにより, 逆平均曲率流に沿う支持関数
wt に関する次の評価式を得る.

補題 3. 0 < R1 ≤ w0 ≤ R2 (R1, R2は正定数) とする. このとき, M × [0, T ) 上で次の評価式が成立する;

1

2
√
−c

arcsinh
(

e
t
n sinh (2

√
−cR1)

)

≤ w ≤ 1√
−c

arcsinh
(

e
t
n sinh (

√
−cR2)

)

4 平均曲率の下からの評価
前節で示した補題 2, 3を組み合わせることにより, 初期データ F0 の支持関数 w0 が (0 <)R1 ≤ w0 を満たして

いるとき, 速度調節関数 u :=
1

Hw
に関する次のような Lp 評価を導くことができる.

定理 4. (0 <)R1 ≤ w0 のとき, 速度調節関数 u の Lp ノルムは, n, p のみに依存する定数 C(n, p) を用いて,

以下のように評価される:

‖ut‖Lp(M) ≤
e

2

p
t

√

(∫

M
up
0dµ0

)− 2

p + C(n, p)[vol(M0)]
−

2(n+p)

np Ψp(t)

ただし, Ψp(t) :=
1

−4c

∫ t

0

arcsinh2
(

e
τ
n sinh (2

√
−cR1)

)

e
2(n−p)

np
τdτ とおいた.

定理 4を導く過程で, Hoffman-Spruck [6] によるリーマン部分多様体に対する Sobolev の不等式を用いる. その
際に, N = G/K が階数 1という仮定が必要とされる.

補題 2, 3, および, 定理 4 を用いて, 平均曲率 H に関する次のような下からの評価式を得ることができる.

定理 5. F : M × [0, T ) → N を階数 1の非コンパクト型対称空間 N = G/K 内の平均凸かつ星状型の n 次元
閉超曲面を発する逆平均曲率流で, F0 の支持関数 w0 が, ある正定数 R1, R2 に対して 0 < R1 ≤ w0 ≤ R2 を満た
すようなものとする. このとき, M × [0, T ) 上で

1

Hw
≤ ρ(t)

および
H ≥

√
−c

arcsinh(e
t
n sinh (

√
−cR2))ρ(t)

が成り立つ. ここで, ρ(t) は

ρ1(t) :=











































Ĉ(2)
(

t
2

)
1

2
(1− 2

q0
)
e

t
r [vol(M0)]

− 1

r
1

(
∫
M

u2r
0

dµ0)
−

1

r +C(n,2r)[vol(M0)]
−

n+2r
nr Ψ2r(

t
2
)

(t ≤ 2, n = 2),

Ĉ(2)e
t
r [vol(M0)]

− 1

r
1

(
∫
M

u2r
0

dµ0)
−

1

r +C(n,2r)[vol(M0)]
−

n+2r
nr Ψ2r(t−1)

(t ≥ 2, n = 2),

Č(n)
(

t
2

)
1

2
(1− 2

q0
)
e

t
r [vol(M0)]

− 1

r
1

(
∫
M

u2r
0

dµ0)
−

1

r +C(n,2r)[vol(M0)]
−

n+2r
nr Ψ2r(

t
2
)

(t ≤ 2, n ≥ 3),

Č(n)e
t
r [vol(M0)]

− 1

r
1

(
∫
M

u2r
0

dµ0)
−

1

r +C(n,2r)[vol(M0)]
−

n+2r
nr Ψ2r(t−1)

(t ≥ 2, n ≥ 3)
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(Ĉ(n), Č(n) はそれぞれ n のみに依存する定数)を用いて

ρ(t) := max

{

1,

(

2

t

)
1

4

}

√

ρ1(t)

+ C̄(n)max

{

1,

√

2

t

}

(

1

2
√
−c

arcsinh

(

exp

(

max

{

t

2n
,
t− 1

n

})

sinh (2
√
−cR1)

))−1

e
t
n [vol(M0)]

1

n

(C̄(n) も n のみに依存する定数)により定義される関数である. ここで, q0 は

n = 2のとき,開区間 (1, 2)に属する任意の定数, n ≥ 3のとき, q0 :=
n+ 2

n

であり, r は q0
q0 − 1

よりも大きい任意の定数である.
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COARSE RICCI CURVATURE ON THE SPACE OF

PROBABILITY MEASURES

東北大学大学院理学研究科 北別府悠

1. 序
Riemann 多様体上の断面曲率及び Ricci 曲率はその上の確率測度の

なすWasserstein空間といわれる距離空間上の幾何学及び解析学と関係
が深いことが示されている. 例えば非負曲率を持つ Alexandrov 空間上
のWasserstein 空間は再び非負曲率のAlexandrov 空間になることが知
られている [5]. その観察から多様体の微分構造を使わず, Wasserstein
空間上の言葉で曲率, 特に Ricci曲率の定義をすることが可能になった.
Ricci曲率の下限条件は Lott-Villani, Sturmらによって曲率次元条件と
呼ばれる測度付きの距離空間に対して定義されるものに一般化された
[3, 5]. ここでは詳しく述べないが, 曲率次元条件は Wasserstein 空間上
のある特別な関数の凸性と Ricci 曲率の下限の深い関係を利用して定
義される.

Wasserstein空間は一般的には無限次元空間なので自然な測度を考え
ることが難しいが von Renesse-Sturm によって entropic measure と呼
ばれる確率測度が単位区間上のWasserstein空間の上に構成された. 単
位区間は曲率次元条件の意味で非負 Ricci曲率を持つので, Alexandrov
空間の場合の類似から,単位区間上のWasserstein空間と entropic mea-
sure の組が曲率次元条件の意味で非負の Ricci 曲率を持つと予想する
のは自然なことである. しかし残念ながら, 単位区間上のWasserstein
空間は曲率次元条件の意味で, Ricci 曲率の下限を持たないということ
が示された.
さて Ricci 曲率の別の定義として Ollivier は [4]において距離空間と

その上の random walkと呼ばれる確率測度の族のペア (X, d, {mx}x∈X)
に対して空間上の異なる二点 x, y ∈ X の coarse Ricci 曲率 κ(x, y) と
いうものを定義した. Coarse Ricci 曲率に関しても曲率次元条件と同
様の問題を考えることが出来る. その際 Wasserstein 空間上に random
walk を構成しなければならないが, 自然な random walk を構成するこ
とが出来, 元の空間の下限の情報が Wasserstein 空間上の coarse Ricci
曲率の下限に遺伝することを示した. 以下このことを詳しく述べる.
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2. Wasserstein 空間
以下距離空間といえば常に完備可分距離空間を指すことにする. ま

た X 上の Borel 確率測度全体の集合を P(X) で表すことにする. 二つ
の確率測度 µ, ν ∈ P(X) に対して, その coupling π ∈ P(X ×X) とい
うものを

{

π(A×X) = µ(A),

π(X × A) = ν(A)
(2.1)

が任意の Borel集合 A ⊂ X に対して成り立つようなものとして定める.
確率測度 µ, ν ∈ P(X) に対して, その coupling 全体の集合を Γ(µ, ν)
で表す. 例えば µ, ν の直積測度は (2.1) を満たすので, Γ(µ, ν) は常に
空ではない. 次の定義をする.

定義 2.1. 1 ≤ p < ∞ とする. 確率測度 µ, ν ∈ P(X) に対して次の関
数 Wp を考える.

Wp(µ, ν) :=

{
∫

X×X

d(x, y)p π(dx, dy) ; π ∈ Γ(µ, ν)

}1/p

.

この関数 Wp は次の集合 Pp(X) の任意の二元に対して常に有限の値を
とる.

Pp(X) :=

{

µ ∈ P(X) ;

∫

X

d(x, o)p µ(dx) <∞ for some o ∈ X

}

.

Wp は距離の公理を満たすことが示されるので (Pp(X),Wp) は距離空
間になる. この距離空間を Lp-Wasserstein 空間と呼ぶ.

例 2.2. Dirac 測度に対して Wp(δx, δy) = d(x, y) が成り立つ.

距離空間 X 上の各点 x ∈ X でパラメータ付けられた確率測度の族
{mx}x∈X ⊂ P(X) を random walk と呼ぶ.

定義 2.3 ( Coarse Ricci curvature [4] ). (X, d, {mx}x∈X) を random
walk 付き距離空間とする. 任意の異なる二点 x, y ∈ X に対して, xy に
沿った p-coarse Ricci 曲率 κp(x, y) を

κp(x, y) := 1 − Wp(mx,my)

d(x, y)
∈ R ∪ {−∞}

で定める.

注意 2.4. Ollivier は p = 1 の場合を定義した. ここでは形式的に一般
の 1 ≤ p <∞ で定義しておく.

定義だけからではなぜこの量が Ricci 曲率の名を冠されているのか
一見して分からないが, 次の定理により名称が妥当であることを納得し
ていただけると思う.
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定理 2.5 ( [4] ). M を Riemann 多様体, d, vol をそれぞれRiemann 計
量から定まる Riemann 距離関数, Riemann 測度とする. 一点 x ∈ X
と x 上の単位接ベクトル v ∈ UxM を任意にとり, 固定する. 点 x ∈ X
から v 方向の測地線を引き, 測地線上の点 y をとる. M 上の random

walk {mx}x∈M を

mx :=
χBr(x)

vol(Br(x))
vol

で定める. この random walk を r-step random walk と呼ぶ. ここで
Br(x) は x 中心の半径 r > 0 の開球であり, χBr(x) はその特性関数で
ある. このとき (M,d, {mx}x∈M) の coarse Ricci 曲率は

κ1(x, y) =
r2Ric(v, v)

N(N + 2)
+O(r3 + r2d(x, y)) as r → 0, y → x

を満たす.

x

v
y

t

M

x

supp mx

r

上の定理は Riemann 多様体に対する結果であるが, 一般の測度距離
空間が曲率次元条件を満たせば, r-step random walk に関する coarse
Ricci 曲率は下限を持つことが知られている.

3. 確率測度空間上の coarse Ricci 曲率
(X, d, {mx}x∈X)を random walk付きの距離空間とする. Lp-Wasserstein

空間上に random walk を構成する. 確率測度を構成するには任意の有
界連続関数に対して積分をきちんと定めれば良い. 確率測度 µ ∈ Pp(X)
に対して, 確率測度 m̃µ を

∫

Pp(X)

f(σ) m̃µ(dσ) :=

∫

X

f(mx)µ(dx)(3.1)

で定める. ここで f は Pp(X) 上の任意の有界連続関数である. これに
より P(Pp(X)) の元 m̃µ が µ ∈ Pp(X) 毎に定義出来る.

定理 3.1. (X, d, {mx}x∈X) を random walk 付きの距離空間とする.

(Pp(X),Wp, {m̃µ}µ∈Pp(X)) を Lp-Wasserstein 空間と (3.1) で構成した
random walk のペアとする. {mx}x∈X に関する coarse Ricci 曲率を
κm

p , {m̃µ}µ∈Pp(X) に関する coarse Ricci 曲率を κm̃
p とおく. このとき

{m̃µ}µ∈Pp(X) ⊂ Pp(Pp(X)) であり,

inf
x,y∈X

κm
p (x, y) = inf

µ,ν∈Pp(X)
κm̃

p (µ, ν)
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が成り立つ.

この定理により曲率次元条件と coarse Ricci 曲率はかなり性質の異
なるものであることが分かる. 精確な言い方ではないが, 曲率次元条件
よりも coarse Ricci 曲率の下限条件の方が弱いと見ることが出来る.

4. 証明の概略
この章では証明で中心的な役割を果たす定理を述べる. 一般に次が

成り立つ.

定理 4.1 ( Kantorovich duality cf. [6] ). (X, d)を距離空間とする. µ, ν ∈
P(X) に対して, 集合 Φdp(µ, ν) を次を満たす関数 (φ, ψ) ∈ L1(µ) ×
L1(ν) のペアとする. すなわち

φ(x) + ψ(y) ≤ dp(x, y)

が µ-a.e. x, かつ ν-a.e. y で成り立つようなものとする. このときあ
る関数のペア (φ0, ψ0) ∈ Φdp(µ, ν) が存在し,

Wp(µ, ν)
p = inf

{
∫

X

φ dµ+

∫

X

ψ dν ; (φ, ψ) ∈ Φdp(µ, ν)

}

=

∫

X

φ0 dµ+

∫

X

ψ0 dν

が成り立つ.

証明はまず κm の下限を κ0 などと置き, Kantorovich duality を使う
ことで inf κm̃ ≥ κ0 を示す. この際,集合の可測性などが問題になるが,
空間 X が完備可分距離空間であることが有効に働き可測性が示され,
不等式が証明出来る. 逆の不等式も計算で示すことが出来る.
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Estimates for eigenvalues of the clamped plate problem

Guoxin Wei

In this talk, we will give some estimations for eigenvalues of the clamped plate problem.
This talk is based on my two joint papers with Prof. Q.-M. Cheng (Fukuoka University),
one joint paper with Dr. G. Huang (Henan Normal University) and Prof. Q.-M. Cheng.

1 Background

Let Ω be a bounded domain in an n-dimensional complete Riemannian manifold Mn. As-
sume that Γi is the ith eigenvalue of a clamped plate problem, which describes characteristic
vibrations of a clamped plate:

(1.1)







∆2u = Γu, in Ω,

u =
∂u

∂ν
= 0, on ∂Ω,

where ∆ is the Laplacian on Mn and ν denotes the outward unit normal to the boundary
∂Ω. It is well known that this problem has a real and discrete spectrum

0 < Γ1 ≤ Γ2 ≤ · · · ≤ Γk ≤ · · · ր +∞,

where each Γi has finite multiplicity which is repeated according to its multiplicity.

2 Universal inequalities for lower order eigenvalues

When Mn is an n-dimensional Euclidean space Rn, for lower order eigenvalues of the
clamped plate problem (1.1), Ashbaugh [2] announced the following two universal in-
equalities without proofs. Cheng, Ichikawa and Mametsuka [4] have given their proofs.

(2.1)
n

∑

i=1

(Γ
1

2

i+1 − Γ
1

2

1 ) ≤ 4Γ
1

2

1 ,

(2.2)
n

∑

i=1

(Γi+1 − Γ1) ≤ 24Γ1.

When Mn is a general complete Riemannian manifold other than the Euclidean space,
it is natural to consider the following problem:

1
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Problem. Let Mn be an n-dimensional complete Riemannian manifold and Ω a bounded

domain in Mn. Whether can one obtain a universal inequality for lower order eigenvalues,

which are analogous to (2.2), of the clamped plate problem?

According to the following Nash’s theorem.

Theorem 2.1 (Nash) Each complete Riemannian manifold can be isometrically immersed

in a Euclidean space.

We can construct appropriate test functions, then we can use the Rayleigh-Ritz inequality
and prove the following:

Theorem 2.2 (Q. -M. Cheng, G. Huang and G. Wei, [5]) Let Ω be a bounded domain in

an n-dimensional complete Riemannian manifold Mn. For the lower order eigenvalues of

the clamped plate problem:






∆2u = Γu, in Ω,

u =
∂u

∂ν
= 0, on ∂Ω,

we have

(2.3)
n

∑

i=1

(Γi+1 − Γ1)
1

2 ≤
(

4Γ
1

2

1 + n2H2
0

)
1

2

{

(2n + 4)Γ
1

2

1 + n2H2
0

}
1

2 ,

where H2
0 is a nonnegative constant which only depends on Mn and Ω.

Corollary 2.1 When Mn is an n-dimensional complete minimal submanifold in a Eu-

clidean space, we have

(2.4)
n

∑

i=1

(Γi+1 − Γ1)
1

2 ≤
{

8(n + 2)Γ1

}
1

2 .

Corollary 2.2 When Mn is an n-dimensional unit sphere, we have

(2.5)
n

∑

i=1

(Γi+1 − Γ1)
1

2 ≤
(

4Γ
1

2

1 + n2
)

1

2

{

(2n + 4)Γ
1

2

1 + n2
}

1

2 .

Remark 2.1 For the unit sphere Sn(1), by taking Ω = Sn(1), we know Γ1 = 0 and

Γ2 = · · · = Γn+1 = n2. Hence, our inequalities become equalities. Thus, our above results

are sharp.

3 Lower bounds for eigenvalues

For the eigenvalues of the clamped plate problem (1.1), Agmon [1] and Pleijel [13] gave
the following asymptotic formula,

(3.1) Γk ∼ 16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n , k → ∞,
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where Bn denotes the volume of the unit ball in Rn, vol(Ω) denote the volume of Ω. From
the formula (3.1), it is not difficult to infer

(3.2)
1

k

k
∑

j=1

Γj ∼
n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n , k → ∞.

By an analogy to Conjecture of Pólya about the Dirichlet eigenvalue problem, one can
propose the following

Conjecture. If Ω is a bounded domain in Rn, then the eigenvalue Γk of the clamped

plate problem (1.1) satisfy

(3.3) Γk ≥ 16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n , for k = 1, 2, · · · .

When Mn is an n-dimensional Euclidean space Rn, by the Fourier transformation
and a lemma of Hörmander, Levine and Protter [11] proved that the eigenvalues of the
clamped plate problem (1.1) satisfy

(3.4)
1

k

k
∑

j=1

Γj ≥
n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n .

The formula (3.2) shows that the coefficient of k
4

n is the best possible constant. From the
formula (3.4), we have

(3.5) Γk ≥ n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n ,

which gives a partial solution for the above conjecture with a factor n
n+4

. It is interesting
and very important to find the second term on k of the asymptotic expansion formula of
Γk. By using of symmetric rearrangement and Fourier transform, we have improved the
result of Levine and Protter [11] (that is, (3.4)).

Theorem 3.1 (Q.-M. Cheng and G. Wei, [7]) Let Ω be a bounded domain with a piecewise

smooth boundary ∂Ω in Rn. Eigenvalue Γj’s of the clamped plate problem (1.1) satisfy

(3.6)

1

k

k
∑

j=1

Γj ≥
n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n

+
n + 2

12n(n + 4)

vol(Ω)

I(Ω)

n

n + 2

4π2

(

Bnvol(Ω)
)

2

n

k
2

n

+
(n + 2)2

1152n(n + 4)2

(

vol(Ω)

I(Ω)

)2

,

where I(Ω) is the moment of inertia of Ω, i.e. I(Ω) = min
a∈Rn

∫

Ω
|x − a|2dx.
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4 Upper bounds for eigenvalues

In this section, we discuss upper bounds for eigenvalues of the clamped plate problem.
From our knowledge, there is no any result on upper bounds for eigenvalue Γk with optimal
order of k. In [9], Cheng and Yang have established a recursion formula in order to obtain
upper bounds for eigenvalues of the Dirichlet eigenvalue problem of the Laplacian. Hence,
if one can get a sharper universal inequality for eigenvalues of the clamped plate problem,
we can also derive an upper bound for eigenvalue Γk by making use of the recursion
formula due to Cheng and Yang [9]. On the investigation of universal inequalities for
eigenvalues of the clamped plate problem, Payne, Pólya and Weinberger [12] proved

Γk+1 − Γk ≤ 8(n + 2)

n2k

k
∑

i=1

Γi.

Chen and Qian [3] and Hook [10], independently, extended the above inequality to

n2k2

8(n + 2)
≤

k
∑

i=1

Γ
1

2

i

Γk+1 − Γi

k
∑

i=1

Γ
1

2

i .

Recently, answering a question of Ashbaugh [2], Cheng and Yang [8] have proved the
following remarkable estimate:

k
∑

i=1

(Γk+1 − Γi) ≤ (
8(n + 2)

n2
)

1

2

k
∑

i=1

(Γi(Γk+1 − Γi))
1

2 .

Furthermore, Wang and Xia [14] have proved

k
∑

i=1

(Γk+1 − Γi)
2 ≤ 8(n + 2)

n2

k
∑

i=1

(Γk+1 − Γi)Γi.

Moreover, Qing-Ming Cheng has conjectured the following

Conjecture. Eigenvalue Γj’s of the clamped plate problem (1.1) satisfy

(4.1)
k

∑

j=1

(Γk+1 − Γj)
2 ≤ 8

n

k
∑

j=1

(Γk+1 − Γj)Γj.

If one can solve the above conjecture, then from the recursion formula of Cheng and Yang
[9], we can derive an upper bound for the eigenvalue Γk with the optimal order of k.

By using a fact that eigenfunctions of the clamped plate problem (1.1) form an or-
thonormal basis of the Sobolev Space W 2,2

0 (Ω), we get an upper bound for eigenvalues of
the clamped plate problem (1.1).
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Theorem 4.1 (Q.-M. Cheng and G. Wei, [7]) Let Ω be a bounded domain with a smooth

boundary ∂Ω in Rn. Then there exists a constant r0 > 0 such that eigenvalues of the

clamped plate problem (1.1) satisfy

(4.2)
1

k

k
∑

j=1

Γj ≤
1 +

4(n + 4)(n2 + 2n + 6)

n + 2

vol(Ωr0
)

vol(Ω)
(

1 − vol(Ωr0
)

vol(Ω)

)
n+4

n

n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

k
4

n ,

for k ≥ vol(Ω)rn
0 , where Ωr =

{

x ∈ Ω | d(x) <
1

r

}

, d(x) = dist(x, ∂Ω) denotes the

distance function from the point x to the boundary ∂Ω of Ω.

Remark 4.1 Since vol(Ωr0
) → 0 when r0 → ∞, we know that the upper bound in the

Theorem 4.1 is sharp in the sense of the asymptotic formula due to Agmon and Pleijel.

Corollary 4.1 Let Ω be a bounded domain with a smooth boundary ∂Ω in Rn. If there

exists a constant c0 such that

vol(Ωr) ≤ c0vol(Ω)
n−1

n

1

r

for r > vol(Ω)
−1

n , then there exists a constant r0 such that eigenvalues of the clamped plate

problem (1.1) satisfy

(4.3)
1

k

k
∑

j=1

Γj ≤
n

n + 4

16π4

(

Bnvol(Ω)
)

4

n

(

k
4

n + c0c(n)k
3

n

)

,

for k = vol(Ω)rn
0 > cn

0 , where c(n) is a constant depended only on n.
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輸送不等式と測度の集中現象
高津 飛鳥 (takatsu@math.nagoya-u.ac.jp)

名古屋大学多元数理科学研究科

概要：輸送不等式は 2つの確率測度間のエネルギー状態の差をその距離で評価する不
等式である. 測度の集中不等式は任意の 1-リプシッツ関数が定数関数にどの位近いかを測
る不等式である. 講演ではこの 2つの不等式の関係を考察する.

1 設定
以下, (X, d)は完備可分距離空間, ν はその上の測度とする. （断りがない限り本稿で扱う
測度と集合は常にボレルであるとする.）3つ組 (X, d, ν) のことを測度距離空間と呼ぶ.

2 輸送不等式
この節では確率測度距離空間 (X, d, ν) 上の輸送不等式について定義と考察を与える.
輸送不等式はX ×X 上の費用関数 c と X 上の確率測度のなす空間 P(X) 上のエネル

ギー汎関数 F を用いて

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

X×X

c(x, y)dπ(x, y) ≤ F (µ), ∀µ ∈ P(X)

と表される不等式である. ここで Π(µ, ν) は µ と ν のカップリング–すなわち X ×X 上
の確率測度で各成分への射影が µ, ν であるもの–からなる集合である. 例えば, c として
距離関数の 2乗を選び, F を ν を基測度とする相対エントロピーHν(µ) :=

∫
X

dµ

dν
log dµ

dν
dν

とすれば, この輸送不等式は µ におけるエネルギー状態 Hν(µ) を µ と ν の Wasserstein
距離 W2(µ, ν) で下から評価していると見なせる.

命題 2.1 ([11]) 任意の確率測度 µ0, µ1 ∈ P(X) に対し

W2(µ0, µ1) := inf
π∈Π(µ0,µ1)

(∫

X×X

d(x, y)2dπ(x, y)

)1/2

と定めれば, W2 は 2次モーメントが有限な確率測度のなす集合

P2(X) :=

{
µ ∈ P(X)

∣∣∣∣ ∃x0 ∈ X s.t.

∫

X

d(x0, x)
2µ(x) < ∞

}

上の距離関数となる. W2 を Wasserstein 距離関数 と呼ぶ.　
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以後, 輸送不等式の費用関数 c は距離関数の 2乗とする.

注記 2.2 より一般に p ∈ [1,∞) に対し, 距離関数の p 乗を用いて定まる Wp は p 次モー
メントが有限な確率測度のなす集合 Pp(X) 上の距離関数となるが, 本講演では p = 2 の
場合のみを考える.

正確には汎関数 Hν(µ) は ν に絶対連続でない確率測度 µ に対しては定義されていない
が, その場合は Hν(µ) := ∞ と定義するのが自然である. なぜなら µx,r を中心が x, 半径
が r である距離開球 B(x, r) 上の一様確率測度とすれば, x に台を持つディラック測度 δx
は µx,r の r → 0 における極限と見なせ, さらに

Hν(µx,r) =

∫

B(x,r)

1

ν[B(x, r)]
log

(
1

ν[B(x, r)]

)
dν = − log(ν[B(x, r)])

r→0−→ ∞

が成立つからである. （このとき輸送不等式は明らかに成立つので, 確率測度 µ の取り得
る範囲を ν に絶対連続な確率測度のなす空間 Pac(X, ν) に制限しても良い.）また Jensen
の不等式より µ ∈ Pac(X, ν) に対し

Hν(µ) =

∫

X

dµ

dν
log

dµ

dν
dν ≥

(∫

X

dµ

dν
dν

)
log

(∫

X

dµ

dν
dν

)
≥ 0

が成立つので ν は Hν の最小化子である.　
上述のように,輸送不等式中のエネルギー汎関数が Hν で与えられるものはTalagrand

の不等式と呼ばれ, 次のように定式化される.

定義 2.3 λ > 0 とする. 確率測度距離空間 (X, d, ν) が T(λ) を満たすとは, 任意の確率測
度 µ ∈ Pac

2 (X, ν) := P2(X) ∩ Pac(X, ν) に対し

W2(µ, ν) ≤
√

2

λ
Hν(µ)

が成立つことである.

確率測度距離空間 (X, d, ν) が T(λ) を満たす十分条件には, 例えば Hν の Wasserstein 距
離に関する λ-凸性がある.

定義 2.4 K ∈ R とする. 距離空間 (Y, d) 上の関数 F : Y → R∪{∞} が K-凸であるとは
F 6≡ ∞ かつ任意の 2点 y0, y1 ∈ Y に対しそれらを結ぶ最短測地線 {yt}t∈[0,1] が存在して

F (yt) ≤ (1− t)F (y0) + tF (y1)−
K

2
t(1− t)d(y0, y1)

2

が任意の t ∈ [0, 1] で成立することである.

注記 2.5 f ∈ C2(Rn) に対し, f が K-凸であることと f の ヘッセ行列の固有値が常に K

以上であることは同値である.

命題 2.6 (X, d, ν) を確率測度距離空間とし, λ > 0 とする. 相対エントロピー Hν が
(P2(X),W2) 上で λ-凸ならば (X, d, ν) は T(λ) を満たす.
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証明. 任意の µ ∈ Pac
2 (X, ν) に対しHν の λ-凸性より µ0 = µ, µ1 = ν なる Wasserstein

測地線 {µt}t∈[0,1] が存在して

Hν(µt) ≤ (1− t)Hν(µ0) + tHν(µ1)−
λ

2
t(1− t)W2(µ0, µ1)

2

が任意の t ∈ [0, 1] で成立つ. ここで, Hν(µ1) = 0 ≤ Hν(µt) なので移項して

t(1− t)W2(µ0, µ1)
2 ≤ 2

λ
(1− t)Hν(µ0)

となる. この式を (1− t) で割り t → 1 とした後, 平方根を取れば求める式が得られる. ✷
　

注記 2.7 上の証明より, 汎関数 F : P2(X) → R∪ {∞} が F (ν) = 0 かつ正数 λ に対して
λ-凸であれば輸送不等式

W2(µ, ν) ≤
√

2

λ
F (µ) ∀µ ∈ P2(X)

が成立することが分かる.

ではいつ相対エントロピーは K-凸になるか. 重付きリーマン多様体に対しては次の定
理がある. ここで重付きリーマン多様体とは完備連結閉多様体 (M, g) とそのリーマン距
離関数 dg, および M上の正測度 ω のなす 3つ組 (M, dg, ω) による測度距離空間のことで
ある.

定理 2.8 ([4], [8]) (M, g) を完備連結閉多様体とし volg をそのとリーマン体積測度とす
る. このとき任意の K ∈ R と f ∈ C∞(M) に対して以下の 2条件は同値である :

(a) 任意の M の接ベクトル v に対し, Ricg(v, v) + Hessg f(v, v) ≥ K · g(v, v) が成立.

(b) ω := e−f volg を基測度とする相対エントロピー Hω は (P2(M),W2) 上 K-凸である.

例 2.9 ユークリッド空間 (Rn, 〈·, ·〉) 上の関数 f(x) := (|x|2 + n log(2π))/2 を考える. Ln

を Rn 上のルベーグ測度とする. このとき γn := e−fLn は Rn 上の標準ガウス測度であ
り, 任意の v ∈ Rn に対して

Ric〈·,·〉(v, v) + Hess〈·,·〉 f(v, v) = 〈v, v〉

が成立つ. よって次元 n に依らず確率測度距離空間 (Rn, | · − · |, γn) は常に CD(1,∞) を
満たす.

一般の測度距離空間では定理 2.8の条件 (b) （或いは重付き多様体上では同値となる
より強い条件）は曲率次元条件CD(K,∞)と呼ばれ, CD(K,∞)を満たす測度距離空間は
リッチ曲率が K 以上である有限次元多様体のように振舞う. 実際,定理 2.8において f ≡ 0
とすれば, (a)の条件はリッチ曲率が K 以上であることと同値である.
より一般に曲率次元条件CD(K,N)は K ∈ R, N ∈ (−∞, 0) ∪ [1,∞] に対して定義さ

れ，正の N に対して曲率次元条件CD(K,N)を満たす測度距離空間はリッチ曲率が K 以
上/次元が N 以下である多様体のように振舞う.（[4], [9]や [11]を参照.）曲率次元条件は
Wasserstein 空間上の汎関数族のある種の凸性を用いて定義され, その条件を確認するこ
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とは容易でない. しかし重付き多様体 (M, dg, ω := e−f volg) (f ∈ C∞(M)) が曲率次元条
件 CD(K,N) を満たすことは

RicN,ω :=





Ricg +Hessg f (N = ∞)

Ricg +Hessg f − Df ⊗Df

N − n
(N ∈ (−∞, 0) ∪ (dimM,∞))

Ricg +Hessg f −∞ · (Df ⊗Df) (N = dimM, 但し ∞ · 0 := 0 とする)

なる 2-テンソルが任意の接べクトル v に対し
RicN,ω(v, v) ≥ K · g(v, v)

を満たすことと同値であり容易に判定ができる. そこで ωが確率測度であるとき, F (ω) = 0
を満たす汎関数 F : P2(M) → R∪ {∞} の正数 λ に対する λ-凸性 がもし曲率次元条件か
ら従えば, 命題 2.6の証明同様に F に附随する輸送不等式を導くことが出来る. しかし残
念なことに重付き多様体 (M, dg, ω) 上においてN が有限の場合, 曲率次元条件CD(K,N)
は正数 λ に対する汎関数の λ-凸性を導かない. だが µ = ρω ∈ Pac

2 (M,ω) に対して

Sω,N(µ) := − N2

N − 1

∫

M

ρ1−1/Ndω µ = ρω ∈ Pac
2 (M)

と定義される N -Tsallis エントロピーの Pac
2 (X,ω) 上における 0-凸性は曲率次元条件

CD(0, N)と同値である. このことと ω を基測度とする相対エントロピー Hω が volg を基
測度とする相対エントロピー Hvolg と f による位置エネルギー ∫

M
fdµ の和であること

に着目すると次が成立つ. （以下の定理は主張を見やすくする為, いくつかの条件を省略
し厳密性を欠いている.そのため定理ではなく “定理”として掲載する.）

“定理” 2.10 ([6]) Ψ を重付き多様体 (M, dg, ω := e−f volg) (f ∈ C∞(M)) 上の関数とし,

dimM ≥ 2 とする. このとき任意の K ∈ R と N ∈ (−∞,−1) ∪ [dimM,∞) に対して以
下の 2条件は同値である :

(A) (M,dg, ω) は CD(0, N) を満たし, Ψ はK-凸である.

(B) SΨ
ω,N(µ) := Sω,N(µ) +

∫
M
Ψdµ は Pac

2 (M,ω) 上 K-凸である.

注記 2.11 N ≥ dimM かつ Ψ ≡ 0, そして K = 0 とすれば定理 2.10は CD(0, N) に対
する同値条件として既知である.（[4], [9]参照.）

系 2.12 λ > 0, N ∈ (−∞,−1)∪ [dimM,∞) とする. 重付き多様体 (M, dg, ω := e−f volg)
(f ∈ C∞(M)) が CD(0, N) を満たし, その上の λ-凸である関数 Ψ が

∫

M

(
1 +

1

N
Ψ

)−N

dω = 1

を満たすとし, さらに N > 0 のときは Ψ > −N も仮定する. このとき

ν :=

(
1 +

1

N
Ψ

)−N

ω ∈ Pac
2 (M,ω)

であれば, 任意の µ ∈ Pac
2 (M,ω) に対して

W2(µ, ν) ≤
√

2

λ
(SΨ

ω,N(µ)− SΨ
ω,N(ν)) (2.1)

が成立する.
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証明. σ := dν
dω

=
(
1 + 1

N
Ψ
)−N とする. そして uN(r) を Sω,N の密度関数, すなわち

uN(r) := − N2

N − 1
r1−1/N

とすれば, これは狭義凸関数であり u′
N(σ) = −N − Ψ である. よって任意の µ = ρω ∈

Pac
2 (M,ω) に対して

SΨ
ω,N(µ)− SΨ

ω,N(ν) =

∫

M

[uN(ρ)− uN(σ)− u′
N(σ)(ρ− σ)] dω ≥ 0

が成立する. そこで汎関数 F (µ) := SΨ
ω,N(µ)−SΨ

ω,N(ν) を考えれば 定理 2.10と注記 2.7よ
り主張が従う. ✷

注記 2.13 N -Tsallis エントロピー Sω,N に定数 N2/(N − 1) を加えたものは |N | → ∞ の
とき, ω を基測度とする相対エントロピー Hω を復元する. また

(
1 +

1

N
Ψ

)−N
|N |→∞−→ exp(−Ψ)

なので, |N | → ∞ のとき形式的には輸送不等式 (2.1) は確率測度 ν := exp(−Ψ)ω に対す
る Talagrand の不等式を復元する.
さらに Ric∞,ω の非負性を仮定し定理 2.10において |N | → ∞ とすれば, これは定

理 2.8の関数 f := Ψ− log(dω/d volg) に対する同値条件を復元する.

例 2.14 ユークリッド空間 Rn とルベーグ測度 Ln がなす測度距離空間を考える. そして
その上の関数 Ψ(x) = |x|2/2 を考えれば, これらは定理 2.10の仮定 (A)を K = 1 に対し
て満たす. さらに, N ∈ (−∞, 0) ∪ [n,∞) かつ N 6= 2 とすれば, n,N のみに依存する定
数 c が存在して, c/N < 1 かつ

∫

Rn

(
1 +

1

N
(Ψ− c)

)−N

dx = 1,

(
1 +

1

N
(Ψ− c)

)−N
|N |→∞−→ exp

( |x|2
2

− n

2
log(2π)

)

を満たす. さらに
ν :=

(
1 +

1

N
(Ψ− c)

)−N

Ln

とすれば ν ∈ P2(R
n) となる. （[10] 参照.）よって系 2.12より輸送不等式

W2(µ, ν) ≤
√

2

λ
(SΨ

ω,N(µ)− SΨ
ω,N(ν)) ∀µ ∈ Pac

2 (Rn,Ln)

が成立つ.
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3 測度の集中現象
本節では確率測度距離空間 (X, d, ν) 上の測度の集中現象の定義および輸送不等式との関
連を述べる. ここで測度の集中現象とは測度が 1/2 以上ある集合 A の r-開近傍 Ar :=
{x ∈ X | d(x,A) < r} に測度がどれだけ集中しているかを表す不等式である.

定義 3.1 λ > 0, α : [0,∞) → [0,∞) とする. (X, d, ν) が集中現象 C(α, λ)を満たすとは
(X, d, ν) の集中関数

C(X,d,ν)(r) := sup{1− ν[Ar] | A ⊂ X s.t. ν[A] ≥ 1/2}

に対し,
C(X,d,ν)(r) ≤ α(λr) ∀r > 0

が成立することである.

例えば確率測度距離空間 (Rn, | · − · |, γn) は次元 n に依らず, α(r) := exp(−r2/2) に対し
て集中現象 C(α, 1) を満たす. そして確率測度距離空間が α(r) = exp(−r2/2) とある正数
λに対して集中現象 C(α, λ) を満たすことをガウス型の集中現象を満たすという.
測度の集中現象は以下の命題より (X, d) 上の 1-リプシッツ関数 F がどれだけ中央値

mF に集中するか確率測度 ν を用いて表す不等式と捉えられる. ここで F の中央値 mF

とは
ν [{x ∈ X | F (x) ≥ mF}] ≥ 1/2, ν [{x ∈ X | F (x) ≤ mF}] ≥ 1/2

を満たす実数である.

命題 3.2 ([3]) 関数 α : [0,∞) → [0,∞) と確率測度距離空間 (X, d, ν) に対して以下の 2
条件は同値である :

(1) 任意の r > 0 に対して C(X,d,ν)(r) ≤ α(r) が成立.

(2) (X, d) 上の 任意の 1-リプシッツ関数 F と r > 0 に対して

ν [{x ∈ X | F (x) ≥ mF + r}] ≤ α(r)

が成立する.

ではいつ測度の集中現象が起きるか.例えばガウス型の集中現象は T(λ) から従う.

命題 3.3 確率測度距離空間 (X, d, ν) が正数 λ に対し T(λ) を満たせばガウス型の集中
現象を満たす.　

証明. ある λ′ > 0 が存在し, 測度が 1/2 以上である任意の部分集合 A ⊂ X と任意の
r > 0 に対し

1− ν[Ar] ≤ exp(−λ′r2/2)

が成立つことを示せば良い. ここで 1 − ν[Ar] = 0 のときは明らかなので, 1 − ν[Ar] 6= 0
とする. そして

µ :=
χA

ν[A]
, µr :=

χX\Ar

ν[X \ Ar]
(χA は A の特性関数)
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とすれば,任意のカップリング π ∈ Π(µ, µr)の台は A×X \Ar に含まれる. よって, Hölder
の不等式より

r ≤ d(A,X \ Ar) ≤ inf
π∈Π(µ0,µ1)

∫

X×X

d(x, y)dπ(x, y) ≤ W2(µ, µr)

が成立つ. さらに, W2 に対する三角不等式と (X, d, ν) が T(λ) を満たすことから

r ≤ W2(µ, µr) ≤ W2(µ, ν) +W2(ν, µr) ≤
√

2

λ
Hν(µ) +

√
2

λ
Hν(µr) (3.1)

が成立する. ここで

Hν(µ) =

∫

A

1

ν[A]
log

1

ν[A]
dν = log

1

ν[A]
≤ log 2, Hν(µr) = − log(1− ν[Ar])

なので, r ≥ 2
√
2 log 2/λ に対し (3.1)を移項し 2乗, さらに指数を取れば

1− ν[Ar] ≤ exp


−

(

√

λ

2
r −

√

log 2

)2


 ≤ exp

(

−λ

8
r2
)

が成立する. また, r < 2
√

2 log 2/λ に対しては

1− ν[Ar] ≤
1

2
< exp

(

−λ

8
r2
)

となるので任意の測度が 1/2 以上である部分集合 A ⊂ X と任意の r > 0 に対し

1− ν[Ar] ≤ exp(−λr2/8)

が成立することが示された. ✷

この議論を系 2.12に現れる輸送不等式 (2.1)に適用すると次を得る.

命題 3.4 ([6]) 測度距離空間 (X, d, ω) 上の関数 Ψ が

ν :=

(

1 +
1

N
Ψ

)−N

ω ∈ Pac
2 (X,ω)

を満たすとし, また N > 0 のときは Ψ > −N も仮定する. さらに ν が F (µ) :=
Sω,N(µ)− Sω,N(ν) に附随する輸送不等式を満たす, すなわちある正数 λ が存在し任意の
µ = ρω ∈ Pac

2 (X,ω) に対して

W2(µ, ν) ≤
√

2

λ
(Sω,N(µ)− Sω,N(ν))

が成立すると仮定する.
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(1) N > 0のとき, ω[X] < ∞ を仮定すれば, N のみに依存する正定数 c+ と, λ, N ,

ω[X] に依存する正定数 λ′
+ が存在して

C(X,d,ν)(r) ≤ c+ ·
(
1− λ′

+r
2
)−N

が任意の r > 0 に対して成立する.

(2) N < 0のとき, ‖σ‖L∞(ω) < ∞ を仮定すれば, N のみに依存する正定数 c− と, λ, N ,

‖σ‖L∞(ω) に依存する正定数 λ′
− が存在して

C(X,d,ν)(r) ≤ c− ·
(
1 + λ′

−r
2
)N

が任意の r > 0 に対して成立する.

注記 3.5 上述の評価において |N | → ∞ とすれば, ガウス型の集中現象を復元する. すな
わち

c+
(
1− λ′

+r
2
)−N

, c−
(
1 + λ′

−r
2
)N

なる冪関数は共に |N | → ∞ で指数関数に収束する.

4 測度の集中現象から輸送不等式へ
前節で見たように, 輸送不等式 T(λ) はガウス型の集中現象を導く. 同様に適切な条件下
で, SΨ

ω,N に附随する輸送不等式は SΨ
ω,N の最小化子 ν に対する冪型の測度の集中現象を導

く. では逆は成立つか, すなわち測度の集中現象から輸送不等式は導けるか.
例えばある K ∈ R に対し曲率次元条件 CD(K,∞) を満たす重付き多様体上ではガウ

ス型の集中現象が Talagrand の不等式を導く. ([2], [5], [7]参照.) 実際には, 曲率次元条件
CD(K,∞) 下ではガウス型の集中現象は Talagrand の不等式 より強い評価であるガウス
型の等周不等式を導く.
また確率測度距離空間 (X, d, ν) が重付き多様体でなくさらに曲率次元条件を課さない

場合でも, ガウス型の集中現象を満たせばある正定数 c1, c2 が存在して

W2(µ, ν) ≤
√
c1Hν(µ) + c2

なるずれを許した輸送不等式を満たす. より一般に, 確率測度距離空間 (X, d, ν) 上で “良
い”測度の現象が生じれば, あるエントロピー F とある正定数 c1, c2 が存在して

W2(µ, ν) ≤
√
c1F (µ) + c2

なるずれを許した輸送不等式が成立することが既知である.（[1]参照.）
では N -Tsallis エントロピーと位置エネルギーの和と見なせる SΨ

ω,N から導かれる冪
型の測度の集中現象は, SΨ

ω,N に附随する輸送不等式またはずれを許した輸送不等式を導
くか. 講演ではこのことに関する最近の結果を紹介する.
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Surfaces with inflection points in Euclidean 4-space1

相山 玲子 （筑波大学数理物質系数学域)2

4次元Euclid空間 R4内の曲面 Mの各点 pにおける曲率楕円 Epについて考える．曲率楕
円 Epとは，接平面 TpM 内の単位円の第２基本形式Πによる像である，法空間 T⊥

p M 内の
平均曲率ベクトルHpを中心とする楕円周である．(ただし，線分に退化する場合もある.)

曲率楕円の面積は，法曲率KN(p)によって π|KN(p)|/2と表されている．KN(p) = 0であ
る点 pは semiumbilic pointと呼ばれる．特に，Epが T⊥

p M 内の原点 0pを通る直線上の
線分に退化している場合は，pは inflection pointであると言う3. すべての点が inflection

point である曲面は，局所的に，可展面 (i.e. Gauss 曲率 0の線織面)であるか 3次元アファ
イン空間に含まれていることが知られていた (cf. [4])．今回報告したい定理の１つは次の
通りである．

定理 1 ([2]). R4 内で，Gauss曲率 K がいたるところ 0でなく，いたるところ inflection

point である曲面は，１つの3次元アファイン空間に含まれる．

特に極小曲面の場合には，Gauss曲率に関する条件なしに，次の定理が示せる．

定理 2 ([1]). R4内で，いたるところ inflection point である極小曲面は，１つの3次元ア
ファイン空間に含まれる．

ところで，Mochida-Fuster-Ruas[5]は，genericな極小曲面には inflection point は存在
しないことを示しており，[6]において，極小曲面の inflectionn point の全体はどんな形で
出てくるかという問題を提起している．次の定理はこの問題に１つの解答を与えるもので
ある．

定理 3 ([1]). R4内の極小曲面において，その法曲率が非負あるいは非正である仮定の下で
は，法曲率が恒等的に零でない限り，inflection point は孤立している．

この定理 3は，法曲率が非負あるいは非正であるという仮定なしには成立しない．

1 曲率楕円
Sを連結なRiemann面，Xを SからR4への共形はめ込みとして，曲面M = X(S)を考
える．e1, e2, e3, e4を局所正規直交標構場で，e1, e2はMに接し，e3, e4は直交しているとす
る．第 2基本形式 Π = (d2X · e3)e3 + (d2X · e4)e4の各成分を hα

ij (α = 3, 4, i, j = 1, 2) と書
く．平均曲率ベクトルHは

H = h3e3 + h4e4, hα =
1

2
(hα

11 + hα
22)

1本稿は，芥川和雄氏 (東工大理工)との共同研究 [1, 2]の内容をまとめたものである．
2e-mail: aiyama@math.tsukuba.ac.jp
3
Hp = 0である場合には，semiumbilic point と inflection point は同値な概念である．
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と与えられている．単位接ベクトル ξθ = cos θe1 + sin θe2に対して， Π(ξθ, ξθ) = η(θ)と表
すと，

η(θ)−H =
(

e3 e4

)

H
(

cos 2θ

sin 2θ

)

, H =







1

2
(h3

11 − h3
22) h3

12

1

2
(h4

11 − h4
22) h4

12







となる．このとき，法曲率はKN = 2detHである．M の各点 pで，KN(p) 6= 0のときは，
η(θ)(0 ≦ θ ≦ 2π)はHpを中心とする楕円周を２周する軌跡を描く．(KN(p) = 0のときは，
軌跡は線分に退化している．) そこで，η(θ)の軌跡 Ep は曲率楕円と呼ばれている．点 pが
inflection pointであるとは，曲率楕円が法空間内の原点を通る直線上の線分に退化して
いる場合である．本研究では，inflection point の判別のために次の複素数値量を導入した．

Λ = −h3ϕ4 + h4ϕ3, ϕα =
1

2
(hα

11 − hα
22)−

√
−1hα

12.

inflection point においては，任意の θに対して，次が成り立つ．

0 = det

(

η(θ) −1

2

dη

dθ

)

=

∣

∣

∣

∣

∣

h3 + Re(ϕ3e
√
−12θ) Im(ϕ3e

√
−12θ)

h4 + Re(ϕ4e
√
−12θ) Im(ϕ4e

√
−12θ)

∣

∣

∣

∣

∣

.

これは，h3 + ϕ3e
√
−12θと h4 + ϕ4e

√
−12θが複素平面内の原点を通る同一直線上にあること

を意味し，

0 = Im{(h3 + ϕ3e
√
−12θ)(h4 + ϕ4e

√
−12θ)} = Im{Λe

√
−12θ}+ 1

2
KN

を得る．

補題 1 ([2]). 点 pが inflection point であるための必要十分条件は Λ(p) = 0 である．

2 Gauss写像
Hoffman-Osserman の論文 [3]に基づいて，Riemann面 Sからの Gauss 写像

G : S → Q2 ⊂ CP 3; z 7→
[

∂X

∂z

]

を考える．ここで，zはSの局所共形的パラメータでXによる誘導計量は λ2|dz|2で与えら
れているものとする．また，Q2は複素3次元射影空間CP 3内の2次曲面 z21+z22+z23+z24 = 0

であり，半径 1/
√
2の球面 S2 = (S2, g0)の２つの直積として表されるものである．この分

解に応じて，Gは２つの S2 = Ĉへの写像の組 (f1, f2)として表現される:

G =
[

(1 + f1f2,
√
−1(1− f1f2), f1 − f2,−

√
−1(f1 + f2))

]

.
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Gauss 写像 Gによって，曲面のGauss曲率K 等を次のように表すことができる．

Fk = F (fk) :=
(fk)z̄

1 + |fk|2
, F̂k = F̂ (fk) :=

(fk)z
1 + |fk|2

, Jk :=
2

λ2
(|Fk|2 − |F̂k|2) (k = 1, 2)

K = J1 + J2, KN = J1 − J2, |H|2 = 2

λ2
(|F1|2 + |F2|2).

(H ≡ 0の場合には，F1 ≡ F2 ≡ 0,　すなわち f1, f2は Ĉへの正則関数であることを注意
しておく．) さらに，前節で導入したΛは次のように表せる．

補題 2 ([2]). Λ =

√
−1

2λ2
(F1F̂2 − F̂1F2)

定理 1および 2で，曲面がある 3次元アファイン空間に含まれることを示すにあたって
は，次の補題を利用する．
補題 3. (S2, g0)の向きを保つ等長変換 φで，φ ◦ f1 = f2をみたすものがあれば，曲面M

はある 3次元アファイン空間に含まれる．
これは，[3]の定理 5.3の一部分で，Gauss写像Gの言葉で表現されている条件を f1, f2

で書き直したものである．

3 定理1の証明
Step 1 S の任意の点 pに対して，f1, f2 による g0 の引き戻し f ∗

1 g0, f
∗
2 g0 が同じ誘導計

量 g を定めている開近傍が存在することを示す: Λ ≡ 0より F1F̂2 − F̂1F2 ≡ 0である．
よって，|H| 6= 0の点では，(F̂1, F̂2) = α(F1, F2)となる複素数 αが存在する．このとき，
K =

2

λ2
(1 − |α|2)(|F1|2 + |F2|2)となるので，仮定 K 6= 0より |α| 6= 1をえる．また，

KN =
2

λ2
(1 − |α|2)(|F1|2 − |F2|2)となり，KN = 0であるから，|F1|2 = |F2|2 6= 0をえる．

よって，f1, f2は局所微分同型写像であり，さらに

f ∗
kg0 =

|dfk|2
(1 + |fk|2)2

= |Fk|2
(

dξ dη
)

(

(1 + Re(α))2 + Im(α)2 −2Im(α)

−2Im(α) (1− Re(α))2 + Im(α)2

)(

dξ

dη

)

は k = 1, 2の場合に同じ (非退化)計量を局所的に定めていることがわかる．|H| = 0の点
では，|F1| = |F2| = 0. このとき，K 6= 0とKN = 0の条件から |F̂1| = |F̂2| 6= 0が導かれ，
その点でも f ∗

1 g0 = f ∗
2 g0 6= 0であることが確かめられる．

Step 2 Step 1 の結果から，Sの任意の点 pに対して，(S2, g0)の向きを保つ等長変換 φp

が存在して，(φp ◦ f1)(p) = f2(p), d(φp ◦ f1)(p) = df2(p)となるようにできる．また，Sの
開近傍 Upと S2の開近傍 Vpを適当にとって，φp ◦ f1と f2は (Up, g)から (Vp, g0)への等長
的微分同型写像であるとしてよい．よって，この開近傍 Up上では，φp ◦ f1 = f2 となる．
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Step 3 W = {p ∈ S | (φp0 ◦ f1)(p) = f2(p)}とおくと，W は空でない閉集合であること
は明らかであり，開集合であることを示して，W = Sを言う: W の任意の点 pに対して，
有限点列 {p0, p1, · · · , pn = p}をとって，Up

k−1
∩Up

k
6= ∅であるようにできる．Up

k−1
∩Up

k

上では φp
k−1

◦ f1 = f2 = φp
k
◦ f1であり，f1(Up

k−1
∩ Up

k
)は (S2, g0)の３点以上からなる部

分集合だから，φp
k−1

= φp
k
となる．よって，φp = φp0であり，Up ⊂ W となる．

以上の結果と補題 3から，曲面Mはある 3次元アファイン空間に含まれることがわかる．

4 定理2の証明
正則関数 f1, f2 : S → Ĉは，必要ならば (S2, g0)の向きを保つ等長変換を作用させたり局
所共形パラメータ zをとりかえたりして，次のように表すことができる．

f1(z) = zn (n ≧ 1), f2(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + · · · .

KN ≡ 0より |F̂1| ≡ |F̂2|で，

n2|z|2(n−1){1 + |z|2|a1 + a2z + a3z
2 + · · · |2}2 = (1 + |z|2n)2|a1 + 2a2z + 3a3z

2 + · · · |2.

を得る．n = 1のとき，n = 2のとき · · · と順番にこの式の両辺の係数を比較して，f1 ≡ f2

が導かれる．よって，補題 3から曲面M はある 3次元アファイン空間に含まれることが示
される．

5 定理3の証明
KN ≧ 0すなわち |F̂2| ≧ |F̂1|と仮定する．点z = 0を inflection point,すなわちKN(0) = 0

であるとする (つまり，|F̂2(0)| = |F̂1(0)|であり，|(f1)z(0)| = |(f2)z(0)|．) また，f1(0) =

f2(0) = 0であるとしてよい．この座標近傍U上で f1 ≡ f2 ≡ 0の場合は，S全体で KN ≡ 0

となる．U 上で f1 6≡ 0, f2 ≡ 0の場合は，|F̂2| ≧ |F̂1|に矛盾する．U 上で f1 ≡ 0, f2 6≡ 0

の場合は，KN = 0となる点は孤立した z = 0のみであることは明らか．よって，U 上で
f1 6≡ 0, f2 6≡ 0の場合を考えればよい．

f1(z) = zn (n ≧ 1), f2(z) = amz
m + am+1z

m+1 + · · · (m ≧ 1, am 6= 0)

とおいてかまわない．
n = 1の場合，|(f1)z(0)| = 1よりm = 1で |(f2)z(0)| = |a1| = 1である．よって，U 上で

(f1)z 6= 0, (f2)z 6= 0 すなわち F̂k 6= 0 (k = 1, 2)としてよい．uk := log |F̂k|, ϕ := u2 − u1 と
おくと，ϕはU 上の非負関数でϕ(0) = 0 かつ ∂2

∂z∂z̄
ϕ = −(|F̂2|2 − |F̂1|2) ≦ 0 をみたす. 優

調和関数に関する Hopfの強最大値原理は，ϕはU 上で恒等的に 0であることを導くので，
KN は U 上さらに S上で 0でなければならないことがわかる．
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n ≧ 2の場合，|(f1)z(0)| = 0より m ≧ 2. |F̂2| ≧ |F̂1|より m ≦ n. m ≦ n − 1のとき，
|z|( 6= 0)が十分小さい点においては |F̂2| > |F̂1|となるから，inflection point z = 0は孤立
している．m = nのとき，|F̂2| ≧ |F̂1|より |an| ≧ 1. |an| > 1のとき，|z|( 6= 0)が十分小さ
い点においては |F̂2| > |F̂1|となるから，inflection point z = 0は孤立している．|an| = 1

のとき，前述の ukは z = 0で特異点をもつが，ϕは U 上の滑らかな関数として定義され，
非負の優調和関数で ϕ(0) = 0となっている．よって，KN はU 上さらに S上で 0でなけれ
ばならない．

6 孤立していない inflection point をもつ極小曲面の例
R4 = C2 内の最も簡単な極小曲面の例を与える複素解析的曲線については，その法曲
率は非負あるいは非正であり，inflection point は孤立している．しかし，Gauss 写像が
(f1, f2) = (z, z + z3)(|z| < ε)で与えられるような極小曲面を考えると，inflection point の
全体は z = 0で横断的に交わる二つの実解析的曲線として現れる．ただし，その法曲率 KN

は z = 0の近傍で正負いずれの値もとりうるものになっている．
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外的平坦曲面の向き付け可能性

本田　淳史∗

都城工業高等専門学校

概要
O’Neill-Stielの定理により，3次元球面の完備な外的平坦曲面 (外的曲率が常に消
える曲面)は全測地的なものに限ることが知られているが，ある種の特異点を許容す
ると非自明な例が数多く存在する．本講演では，それらの大域的性質，とくに向き付
け可能性を調べた結果を紹介する．

Hartman-Nirenbergの定理により 3次元ユークリッド空間 R
3 の完備な平坦曲面は柱面

となり，自明なものに限る ([1], [2])．ここで，ある種の特異点を許容した平坦曲面である
平坦フロントを考える．

2次元可微分多様体 M2 からの C∞-写像 f : M2
→ R

3 が平坦フロントであるとは，各点
p ∈ M2 に対し，その近傍 Up ⊂ M2 と C∞-写像 ν : Up → S 2 が存在して，q ∈ Up に対し

〈

d f (TqM2), ν(q)
〉

= 0, L := ( f , ν) : Up −→ R
3
× S 2

= T1R
3 がはめ込み

かつ，rank(dνq) ≤ 1となるときをいう．さらに，平坦フロント f : M2
→ R

3 が完備であ
るとは，M2 上のコンパクトな台を持つ 2階の対称共変テンソル T が存在し，ds2

+ T が
M2 上の完備な計量となるときをいう．このような完備平坦フロントは完備平坦曲面の一
般化であり，非自明な例が数多く存在する．Murata-Umehara [3]はそれらを調べ，次の結
果を得た．

事実 0.1 ([3]). 完備平坦フロントは，特異点集合が空でないならば臍点を持たず，向き付
け可能であり余向き付け可能である．さらに， f の全てのエンドが埋め込みであるなら
ば， f のカスプ辺でない特異点は少なくとも 4つ存在する．

∗ atsufumi@cc.miyakonojo-nct.ac.jp
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ここで，フロントが向き付け可能であるとは M2 が向き付け可能であるときをいい，余
向き付け可能であるとは単位法線ベクトル場 νが M2 上大域的に定義されることをさす．
また，事実 0.1の特異点の個数の評価は最良である (図 1参照)．

図 1 カスプ辺でない特異点を 4つ持つ R
3 の完備外的平坦フロント．

ここで，平坦曲面の一般の空間型への自然な一般化である外的平坦曲面 (主曲率の積 (外
的曲率)が常に消える曲面)を考える．3次元球面 S 3 の外的平坦曲面は，O’Neill-Stiel[4]

の定理により完備ならば全測地的となることが知られている．しかし，外的平坦フロント
を考えると，完備，より強く閉である非自明なものが数多く存在する．

図 2 S 3 の外的平坦閉フロント．

本講演では，そのような S 3 の外的平坦フロントの大域的性質を研究した結果を紹介す
る．主結果は以下の通りである．

主定理. 全測地的でない S 3 の弱完備な外的平坦フロントは，臍点を持たない．さらに，
それらが余向き付け可能ならば向き付け可能である．
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ここで，外的平坦フロント f : M2
→ S 3 が弱完備であるとは，L = ( f , ν) : M2

→ T1S 3

による佐々木リフト計量の M2 への引き戻しが完備となるときをいう．定義より，フロン
トが完備ならば弱完備となる．

R
3 の場合，事実 0.1により完備平坦フロントは余向き付け可能であったが，S 3 の場合

は余向き付け不可能な外的平坦閉フロントが存在する (図 2右参照)．
主定理の証明には，Murata-Umehara [3]による手法と，Shiohama-Takagi [5]によるひ

とつの主曲率が一定である完備な曲面の分類の手法を用いる．フロントが

rank(dν + c d f ) ≤ 1

を満たすとき，ひとつの主曲率が一定値 cであるという．定義より，c , 0のとき，それ
らは余向き付け可能であることがわかるが，向き付け可能であるかどうかはわからない．
実際，ひとつの主曲率が一定である向き付け不可能なフロントが存在する (図 3参照)．

図 3 ひとつの主曲率が一定である向き付け不可能なフロント．

しかし，弱完備な場合にはそれらは向き付け可能であることを示すことができ，その極
限をとることで主定理を導くことができる．
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[1] P. Hartman and L. Nirenberg, On spherical image maps whose Jacobians do not change

sign, Amer. J. Math. 81 (1959), 901–920.
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Differential Geom. 82 (2009), 279–316.
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gan. Math. J. 10 (1963), 335–339.

[5] K. Shiohama, and R. Takagi, A characterization of a standard torus in E3, J. Differential

Geom. 4 (1970), 477–485.
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Deformations of associative submanifolds in

nearly parallel G2-manifolds

∗

1

Lie G2 7 Y

G2 Spin(7)

nearly parallel G2 associative Y

3 Y G2 ( 2.3).

nearly parallel G2 associative

SU(4) ⊂ Spin(7) 7

nearly parallel G2 S7, SO(5)/SO(3), SU(3)/U(1)

associative

([5])

S7, SO(5)/SO(3)

associative

1.1. associative submanifold

S7 associative

2 G2

R7 3-form ϕ0 R8 4-form Φ0

G2 = {g ∈ GL(7,R); g∗ϕ0 = ϕ0}, Spin(7) = {g ∈ GL(8,R); g∗Φ0 = Φ0},
∗ ( :24-3603)
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form R7, R8 Φ0

R8 = R⊕ R7

Φ0 = dx0 ∧ ϕ0 + ∗ϕ0

x0 R7 R8 ∼= C4 Φ0

Φ0 =
1

2
ω0 ∧ ω0 + ReΩ0

ω0, Ω0 C4

2.1. (Y, g) 7 ϕ Y 3-form

(Y, ϕ, g) G2 y ∈ Y

TyY ∼= R7 ϕy ϕ0 g ϕ

G2

dϕ = d ∗ ϕ = 0 torsion-free dϕ = 4 ∗ ϕ nearly parallel

(X, h) 8 Φ Y 4-form

Spin(7) Spin(7)

Φ dΦ = 0 torsion-free

2.2. (Y 7, ϕ, g): torsion-free Hol(g) ⊂ G2 (X8,Φ, h): torsion-

free Hol(g) ⊂ Spin(7) (Y 7, ϕ, g): nearly parallel (C(Y ),Φ, g) :=

(Y × R>0, r
3dr ∧ ϕ+ r4 ∗ ϕ, dr2 + r2g) : torsion-free Spin(7)

2.3. [1] (Y, ϕ, g) G2 M3 ⊂ Y 3

ϕ|TM ≤ volM M associative

(X,Φ, h) Spin(7) N4 ⊂ X 4

ϕ|TN ≤ volN N Cayley

2.4. (Y, ϕ, g) nearly parallel G2- M3 ⊂ Y 3

M ⊂ Y : associative⇔ C(M) ⊂ C(Y ) : Cayley.

3

3.1. (S, g)

(C(S), g) = (S ×R>0, dr
2 + r2g) C(S) J

(S, g) 7

C(S)
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3.2. 3-form ϕ ∈ Ω3(S) (S, ϕ, g) nearly parallel G2

Proof. C(S) ω Ω

1

2
ω2 + ReΩ = r3dr ∧ ϕ+ r4 ∗ ϕ

ϕ ∈ Ω3(S)

L ⊂ S 3

3.3. L ω|TC(L) = 0 L

ω|TC(L) = 0, ImΩ|TC(L) = 0

3.4. L C(L) C(S)

L associative

3.1

L ⊂ S

3.5. [5] L

{f ∈ C∞(L);∆+f = 8f} . (3.1)

∆+ L

. ν L S L

ν ∋ v 7→
(

g(v, J(r ∂
∂r
)|r=1),−g(Jv, ·)

)

∈ R ⊕ T ∗L V ∈ C∞(L, ν)

(f, α) ∈ C∞(L)⊕ Ω1(L)

LV

(

i

(

r
∂

∂r

)

ω

)
∣

∣

∣

∣

TL

= −2α + df, LV

(

i

(

r
∂

∂r

)

ImΩ

)
∣

∣

∣

∣

TL

= d ∗ α + 4fvolL

4 nearly parallel G2 associative

(Y, ϕ, g) nearly parallel G2- M3 ⊂ Y associative

ν M Y ∇⊥ (Y, g)
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ν {e1, e2, e3} TM D : C∞(M, ν) →
C∞(M, ν)

Dψ :=
3

∑

i=1

ei ×∇⊥
ei
ψ.

4.1. [4] 4 E →M ν ∼= S⊗H E

S →M D twisted Dirac

4.2. associative M

{ψ ∈ C∞(M, ν);Dψ = −ψ}

. χ ∈ Ω3(M,TM) M associative

χ|TM = 0 F : C∞(M, ν) → C∞(M,TY |M)

F (σ) = exp∗
σ χ(e1, e2, e3) expσ(M) associative

F (σ) = 0 ψ ∈ C∞(M, ν)

(dF )0(ψ) = 0

Y nearly parallel

5

associative

(S, g) 7 L ⊂ S

ν L S

5.1. ν ∼= TL⊕ R D X(L)⊕ C∞(L) → X(L)⊕ C∞(L)

(v, f) 7→ (−grad(f) + rot(v) + v, div(v) + 3f)

rot(v) =
∑

3

i=1
ei×∇⊤

ei
v × gL(v×w, ·) = ϕ(v, w, ·) =

volL(v, w, ·) (v, w ∈ TL)

5.2. f ∈ C∞(L), v ∈ X(L) rot(grad(f)) = 0, div(rot(v)) = 0.

D(v, f) = −(v, f)

5.3. [2] L ⊂ S associative

dim{f ∈ C∞(L);∆+f = 8f}+ dim{v ∈ X(L); rot(v) = −2v},
3.5 associative

dim{v ∈ X(L); rot(v) = −2v}
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6 S7 associative

S7 associative Lotay

6.1. [3] S7 S6

associative Spin(7)

A1
∼= T 3, A2

∼= SU(2)/Z3, A3
∼= SU(2)

A1 [1] A2 CP 3

Hopf A3 associative

6.2. [2] Spin(7)

dimR{ψ;Dψ = −ψ} Spin(7)

S3 12 12

A1 18 18(= dimSpin(7)/T 3)

A2 30 17(= dimSpin(7)/U(2))

A3 34 18(= dimSpin(7)/SU(2))

S3 A1 rigid A2, A3 rigid A2

PGL(4,C) CP 3 Hopf

Peter Weyl

Lie [5]

[1] R. Harvey and H. B. Lawson, Calibrated geometries, Acta Math. 148 (1982),

47-157.

[2] K. Kawai, Deformations of associative submanifolds in nearly parallel G2-

manifolds, in preparation.

[3] J. D. Lotay, Associative Submanifolds of the 7-Sphere, Proc. Lond. Math.

Soc. (3), 105, (2012), 1183-1214.

[4] R. C. McLean, Deformations of Calibrated Submanifolds, Comm. Anal.

Geom. 6, (1998), 705-747.

[5] Y. Ohnita, On deformation of 3-dimensional certain minimal Legendrian sub-

manifolds, Proceedings of The Thirteenth International Workshop on Diff.

Geom. 13, (2009), 71-87.
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Gromov Wirtinger space

Margulis ,

(c.f. [10]). CAT(0) Gromov [5]
Cyclk(0) , Wirtinger ,

, Wirtinger

. ( ) .

1 Cyclk(0) Wirtinger

Gromov [5] Cyclk(0) , Wirtinger ,

. ,

.

1.1. (X, d) Cyclk(0) (k ≥ 4) , k xi ∈ X

(i ∈ Z/kZ) , x′

i ∈ R2 (i ∈ Z/kZ) ,

i

‖x′

i − x′

i+1
‖ ≤ d(xi, xi+1),

i j 6= i ± 1

‖x′

i − x′

j‖ ≥ d(xi, xj)

.

1.2. X , k ≥ 4 . Ck

Z/kZ , f : Ck → X 1 ≤ j ≤ k − 1

Wj(f) =
∑

i∈Ck

d(f(i), f(i + j))2
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. , Ck R2 k ι

Wj(k) = Wj(ι)
(

= 4k sin2 jπ

k

)

. X Wirtinger Wirk

, f : Ck → X 2 ≤ j ≤ k − 2

W1(f)

Wj(f)
≥ W1(k)

Wj(k)
=

sin2 π
k

sin2 jπ

k

. X Wirk .

k Wirk Wirtinger .

Gromov CAT(0) Wirk , Reshetnyak

, k ≥ 4 CAT(0) ⇒ Cyclk(0) ⇒ Wirk

. CAT(0) [2] .

Wir4 Enflo roundness 2 , CAT(0)

, short diagonal

CAT(0) Berg, Nikolaev [1] .

, Sato [11] .

Gromov [5] Cycl
4
(0) Wirk(k ≥ 5)

.

, .

1.3. X Cycl
4
(0) , 4 ≤ k ≤ 9 , Wirtinger Wirk

.

, CAT(0) Cycl
4
(0) .

1.4. (X, d) , (X, d1/2) Cycl
4
(0) .

, 1.3 , Wirk(4 ≤ k ≤ 9) .

1.5. (X, d) k Cyclk(0) .

1.6. Wir4 , Wir5 . , 1.3 ,

Wir4 ⇒ Cycl
4
(0) .

2

, ( )

.

, G = (V, E) m : V × V → R≥0

(G, m) , m(u, v) = m(v, u), m(u, v) > 0 ⇔ {u, v} ∈ E

.
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, u ∈ V m(u) =
∑

v∈V m(u, v)

. , m(∅) =
∑

v∈V m(v) .

, f : V → R

∆f(u) := f(u) −
∑

v∈V

m(u, v)

m(u)
f(v)

, 0 , [0, 2]

. 0 µ1(G) = µ1(G, m)

, . µ1(G)

:

µ1(G) = inf
ϕ:V →R

∑

{u,v}∈E m(u, v)|ϕ(u) − ϕ(v)|2
1

2m(∅)

∑

u,v∈V m(u)m(v)|ϕ(u) − ϕ(v)|2 .

, ϕ G .

R

, Gromov [4], [5] .

2.1 ( ). (G, m) (X, d)

λGro

1
(G, X) = inf

ϕ:V →X

∑

{u,v}∈E m(u, v)d(ϕ(u), ϕ(v))2

1

2m(∅)

∑

u,v∈V m(u)m(v)d(ϕ(u), ϕ(v))2

. , ϕ V X

.

λGro

1
(G, X) Poincaré

1

2m(∅)
∑

u,v∈V

m(u)m(v)d(ϕ(u), ϕ(v))2 ≤ 1

λ
·

∑

{u,v}∈E

m(u, v)d(ϕ(u), ϕ(v))2

ϕ : V → X λ .

µ1(G) = λGro

1
(G, R) , H µ1(G) =

λGro

1
(G,H) . λGro

1
(G, X)

µ1(G) ,

.

CAT(0) X Wang λ1(G, X) (c.f.

[14], [8]) , CAT(0)

λGro

1
(G, X) ≤ λ1(G, X) ≤ µ1(G) , Gromov

λGro

1
.

(G, m) CAT(0) X λGro

1
(G, X) λ1(G, X)

, , [8]

, .
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CAT(0) X , λ1(G, X)/µ1(G)

([3], [6], [7], [8], [12], [13]) , X G

0 ([9]).

, , CAT(0) ,

Wirtinger λGro

1
(G, X) µ1(G)

,

.

2.2. Hn n .

X .

1. X Wir4 .

2. n ≥ 2 λGro

1
(Hn, X) = 2/n .

3. n ≥ 2 λGro

1
(Hn, X) = 2/n .

CAT(0) X λGro

1
(Hn, X) = λ1(Hn, X) = µ1(Hn) = 2/n

.

2.3. X .

1. X Cycl
4
(0) .

2. 4 x1, x2, x3, x4 ∈ X t, s ∈ [0, 1]

(1 − t)(1 − s)d(x1, x2)
2 + t(1 − s)d(x2, x3)

2 + tsd(x3, x4)
2 + (1 − t)sd(x4, x1)

2

≥ t(1 − t)d(x1, x3)
2 + s(1 − s)d(x2, x4)

2

.

3. m(1, 2)m(3, 4) = m(2, 3)m(4, 1) (C4, m)

λGro

1
((C4, m), X) ≥ 1

.

, C4 Z/4Z . CAT(0) X

λGro

1
((C4, m), X) = λ1((C4, m), X) = µ1(C4, m) = 1 .

2.4. G , Wirtinger X

λGro

1
(G, X) = λ1(G, X) = µ1(G) . Kn, n- Cn,

H(k, n), n K2,2,...,2, A3 1 .

, G n ≥ 3 Kn,n generalized polygon

λGro

1
(G, X) < µ1(G) .

, .

1. X Cycl
4
(0) , Wirtinger . λGro

1
(G, X) =

µ1(G) G .
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Hodge-Laplacian

Colette Anné ([AT12], [AT13])

1

Riemann Laplacian Dirac

Laplacian (Hodge-Laplacian) ∆ = dδ+ δd

Riemann Ricci

Hodge-Laplacian

Hodge-Laplacian

2 2

Figure 1

[ACP09], [AC95], [Ma06], [Ro08]

2

M1,M2 Σ m = n + 1

Σ = ∂Mi n ≥ 2 1 Riemann h

(Σ, h) Euclidean cone C(Σ) C(Σ) = [0, 1]×Σ
/
{0}×Σ

dr2⊕ r2h

r (0, 1]
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Σ

M1(ε)

εM2

ε −→ 0 Σ

M1

Figure 1: Mε

M1 M1 cone C(Σ) cone Riemann

M1 = M1∪ΣC(Σ) Riemann g1 cone C(Σ) dr2+r2h

M2 Riemann g2 [0, 12 ]×Σ ds2 + (1− s)2h

s

ε > 0 Cε,1(Σ) := {(r, y) ∈ C(Σ) | r > ε}, M1(ε) := M1 ∪ Cε,1(Σ)
(M1(ε), g1) (M2, ε

2g2) (Σ, ε2 h) Mε

Mε := (M1(ε), g1) ∪Σ (M2, ε
2g2).

gε C∞

Riemann Mε = (M, gε)

Figure 1 ε → 0 Hodge-Laplacian

Main Theorem A. M1

W ⊂
⊕

|γ|< 1

2

Ker(A− γ)

Hodge-Laplacian ∆1,W A Σ 1

3

∆1,W M1(ε) Hodge-Laplacian

∆1,min D1,min

[Ch80], [Ch83]

Mε Σ

0

Main Theorem B. 0

dimKer(∆1,W ) + dimKer(D2) + dim I 1

2

.

D2 M2 Gauß-Bonnet D2 Atiyah-Patodi-Singer

4 I 1

2

M̃2 L2 extented solutions ω
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r = 1 Ker(A− 1
2) Carron [Ca01a]

I 1

2

:=
{
ω(1) ∈ Ker(A− 1

2)
∣∣∣ω is an extended solution on M̃2

}
.

cone C(Σ)
I 1

2

3 M 1 Hodge-Laplacian

Main Theorem A,B

ε → 0 Mε Gromov-Hausdorff cone M1

M1

M2

M1 cone Gauß-Bonnet

D1,min “ ” D1,W “

”

cone C(Σ) (0, 1] × Σ

L2- U M1 Gauß-Bonnet

D1

U ◦D1 ◦ U−1 = ∂r +
1

r
A

A r (Σ, h) 1

A Spec(A)

Spec(A) ∩ (−1
2 ,

1
2) = ∅ D1 D1,min = D1,max

Spec(A) ∩ (−1
2 ,

1
2) 6= ∅

Bruning and Seeley [BS88], Lemma 3.2 :

L : Dom(D1,max)
/
Dom(D1,min)

∼−→ B :=
⊕

|γ|< 1

2

Ker(A− γ).

A D1,min

W ⊂ B D1,min D1,W

L−1(W ) Main Theorem A Hodge-

Laplacian ∆1,W := D∗
1,W ◦D1,W ϕ ∈ Dom(∆1,W )

(∆1,W ϕ,ϕ)L2(M1)
= ‖D1,Wϕ‖2

L2(M1)
∆1,W

Dom(∆1,W )

Lesch [Le96]

Remark 3.1. Σ = Sn A [−1
2 ,

1
2 ]

[AT12] D1,min

I 1

2

0
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4 M2 Gauß-Bonnet

(M2, ε
2 g2)

(M2, g2) Riemann

λk(ε
2 g) = ε−2 λk(g) 0

M2 Atiyah-

Patodi-Singer [APS75] A 1
2

Π≤ 1

2

Π≤ 1

2

◦ U = 0

(M2, g2) Gauß-Bonnet D2

D2 Carron [Ca01a], [Ca01b]

Ker(D2) 0 M2

Main Theorem B

M2 cone C1,∞(Σ) =

([1,∞)×Σ, dr2 + r2h) Riemann M̃2 = M2 ∪Σ C1,∞(Σ)

M2 Σ cone C1,∞(Σ)

M̃2 Carron [Ca01a], [Ca01b]

[AT13]

5

Mε 0

Wi (i = 1, 2) 2 Riemannian Σi =

∂Wi (dimΣi = ni) n := n1 + n2 ≥ 2

M1 := W1 × Σ2 and M2 := Σ1 ×W2

2 Mε

Mε
∼= (W1 × Σ2) ∪Σ1×Σ2

(Σ1 ×W2)

W1,W2

Mε

Mε m

Sm W1 := Dn1+1,W2 := Dn2+1 (n2 ≤ n1)

Σ2 = Sn2 M = Sn1+n2+1 ∼= (Dn1+1 ×Sn2)∪∂ (S
n1 ×Dn2+1)

0 Main Theorem B 0

Sm n2-form

Proposition 5.1 ( ). m Sm p

Riemann gε λ
(p)
1 (Sm, gε) → 0 (ε → 0)

Remark 5.2. p = n2 = 0 Cheeger

p-form Cheeger
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Sn1 × Sn2+1 L
L

♯
i=1

(
Sn1 × Sn2+1

)

Riemann
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[AT13] C. Anné and J. Takahashi, Partial collapsing and the spectrum of the Hodge-de

Rham operator, preprint, (2013).

[APS75] M. F. Atiyah, V. K. Patodi and I. M. Singer, Spectral asymmetry and Rieman-

nian geometry. I, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 77 (1975), 43–69.
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双曲空間におけるCoxeter多面体について
野中 純1 (慶應義塾大学理工学研究科 )

凸多面体∆の面 Sを含む超平面を 〈S〉とする. 超平面 〈S〉に関する鏡映変換を gSと表す
ことにする. また凸多面体の各面に対応する鏡映変換を生成元とする鏡映変換群をGとす
る. このとき, n次元双曲空間Hnにおける凸多面体がタイル貼り可能とは, 次の条件を満
たすことである.

Hn =
⋃

g∈G

g∆. (ただし, g 6= h ∈ Gかつ g∆ ∩ h∆ 6= ∅ならば, g∆ ∩ f∆ ⊂ ∂(g∆))

凸多面体のタイル貼りに関する重要な定理として次が知られている.

定理 1. (Poincaré) 凸多面体∆がタイル貼り可能であることの必要十分条件は, ∆の任意
の隣接面角が πの整数分割角なことである.

このような凸多面体, すなわち任意の隣接面角が πの整数分割角になるような凸多面体
のことをCoxeter多面体という.

双曲空間におけるCoxeter多面体の存在・非存在については, 古くから研究されてきた.

Vinbergによって, 30次元以上の双曲空間には, コンパクトなCoxeter多面体が存在しない
ことが示され ([1], [2]), また ProkhorovとKhovanskijによって 996次元以上の双曲空間に
は有限体積な Coxeter多面体が存在しないことが示された ([3], [4]). その一方で, Coxeter

多面体の具体例は, コンパクトなものについては 8次元以下, 有限体積なものについては 21

次元以下でしか知られていない.

直角多面体とは, Coxeter多面体の一種で, 全ての面角が π
2
となっているものをいう. 直

角多面体については, Vinbergによって 5次元以上の双曲空間にはコンパクトなものが存在
しないことが示され ([1]), またPotyagailoとVinberg, そしてDufourによって 13次元以上
の双曲空間には有限体積なものも存在しないことが示された ([5], [6]).

n次元双曲空間Hnにおいて有限体積で非コンパクトな凸多面体を∆とすると, ∆の閉包
とHnの境界の共通部分∆ ∩ ∂Hnは有限個の点の集合となる. これらの点をカスプという.

上述の Vinbergの結果から 5次元以上の双曲空間において, 有限体積な直角多面体はカ
スプを少なくとも 1つもつことがわかる. 本講演における主結果は, 6～12次元の双曲空間
おける直角多面体が持つカスプ数の評価を与えている. この結果は, 次元が高くなるにつれ
てコンパクトに近い直角多面体が存在しにくくなることを示している.

定理 2. ([7]) Hnにおける有限体積な直角多面体Qnが持つカスプの数を c(Qn)とする. こ
のとき,

c(Q6) ≥ 3, c(Q7) ≥ 17, c(Q8) ≥ 36, c(Q9) ≥ 91,

c(Q10) ≥ 254, c(Q11) ≥ 741, c(Q12) ≥ 2200

となる.

注. 双曲空間における有限体積な直角多面体の例は 8次元以下でしか見つかっていない.

すなわち, 9～12次元においては, その存在・非存在がわかっていないのが現状である. 定
理 2は, その存在に対する制限を与えている.

1email:jun b nonaka(at)yahoo.co.jp
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定理 2の証明方法は 6, 7次元と 8次元以上とでは異なる. 6, 7次元双曲空間の場合につ
いては, Nikulinの不等式を用いることが証明のポイントである. Nikulinの不等式を述べる
ための準備として, いくつかの用語の説明と, その表記を述べる.

n次元空間の凸多面体∆の面を (n − 1)次元面としたとき, その (n − 1)次元面もまた凸
多面体になる. その (n − 1)次元面の面を∆の (n − 2)次元面と定めることで, 帰納的に凸
多面体の k次元面を定める. 以後, n次元空間における凸多面体∆がもつ k次元面の数を
ak(∆)と表し, k次元面の l次元面数の平均を al

k(∆)で表す :

al
k(∆) :=

1

ak(∆)

∑

F∈{∆の k 次元面 }

al(F ).

定理 3. (Nikulinの不等式, [8]) Hnにおける有限体積な直角多面体をQnとする. このとき,

l < k ≤ [n
2
]に対して, 次が成り立つ.

al
k(Q

n) <

(

n − l

n − k

)

(

[n

2
]

l

)

+
(

[n+1

2
]

l

)

(

[n

2
]

k

)

+
(

[n+1

2
]

k

)

.

Nikulinの不等式は, 前述の直角多面体の非存在に関する証明にも用いられている.

Qnをコンパクトな直角多面体とする. このとき, Qnの任意の 2次元面 F もまたコンパク
トな直角多面体となる. H2におけるコンパクトな直角多面体の外角の大きさの和は, 2πよ
り大きいので, π

2
a1(F ) > 2πとなる. よって a1(F ) ≥ 5である. このことから, a1

2(Q
n) ≥ 5

となる. このこととNikulinの不等式より,

5 ≤ a1
2(Q

n) <

(

n − 1

n − 2

)

(

[n

2
]

1

)

+
(

[n+1

2
]

1

)

(

[n

2
]

2

)

+
(

[n+1

2
]

2

)

=

{

4(n−1)
n−2

nが偶数のとき,

4n
n−1

nが奇数のとき

となる. したがって n ≤ 4である. すなわち, 4次元以下の双曲空間にしかコンパクトな直
角多面体は存在しないのである.

定理 2の n = 6の場合の証明の流れを述べる.

このときは, 3次元面に着目することで示すことができる. H3における有限体積な直角多
面体の 2次元面数とカスプ数について, 次の 2つの補題が成り立つ.

補題 1. ([5]) H3における有限体積な直角多面体Q3の 2次元面数 a2(Q
3)とカスプ数 c(Q3)

について, 次の不等式が成り立つ.

a2(Q
3) ≥ 6, a2(Q

3) + 2c(Q3) ≥ 12.

補題 2. ([7]) H3における有限体積な直角多面体Q3がカスプをただ 1つ持つとき, Q3の面
数は 12以上である. またQ3がカスプをただ 1つ持ち, かつちょうど 12個の面を持つとき,

Q3の組み合わせ構造は一意に定まる (図を参照).

161



✓
✓
t t

❙
❙

t tt t

t

t

✔
✔
✔
✔

❚
❚
❚
❚

❚
❚

❚
❚

✔
✔

✔
✔

t

t

t

t

t

t

t

t

✓
✓tt

❙
❙

A0

A1

A2

A3

B0 B4

B1 B3

B5

B2

B6 B7

図 1: カスプを 1個, 2次元面を 12個もつQ3の組み合わせ構造

注. 上図のAi(0 ≤ i ≤ 3)は非コンパクトな, Bj(0 ≤ j ≤ 7)はコンパクトな 2次元面を表し
ている.

注. 補題 2において, カスプを 1つと 2次元面を 12個持つQ3は, その組み合わせ構造が定
まるため, Andreevの定理 ([9])より, 3次元双曲空間に等長なものを除いて一意に存在する.

この 2つの補題より, 次の系が得られる.

系. H3における有限体積な直角多面体Q3について, カスプ数が 1以下のとき, 2次元面数
は 12以上である.

Q6の任意の 3次元面もまた有限体積な直角多面体になるので, この系が適用できる. し
たがって c(Q6) ≤ 1のとき, Q6の任意の 3次元面 F について, c(F ) ≤ 1となることから,

a2(F ) ≥ 12となる. よって, このとき a2
3(Q

6) ≥ 12となる. しかし, これはNikulinの不等
式から得られる a2

3(Q
6) < 12に矛盾する. よって, c(Q6) ≥ 2である.

c(Q6) = 2と仮定する. このとき, 上の 2つの補題に加え, 次の補題を用いることで
a2

3(Q
6) ≥ 12となることがわかる.

補題 3. カスプを 1つしかもたない 3つの 3次元面が互いに隣接し合い, かつカスプを共有
するとき, その 3次元面のうち, 少なくとも 1つは 13個以上の 2次元面をもつ.

よってこのときも Nikulinの不等式から得られる a2
3(Q

6) < 12に矛盾する. 以上より
c(Q6) ≥ 3となる.

注. 定理 2の n = 7の場合については, Nikulinの不等式から得られる a2
3(Q

7) < 9を用いる
ことで証明できる.

また, 定理 2の 8次元以上の場合は, 次の補題からただちに従う.

補題 4. ([7]) Hn における有限体積な直角多面体 Qn が持つカスプの数を c(Qn)とする.

8 ≤ n ≤ 12において, Qnの任意の (n − 1)次元面がカスプをm以上もつならば, c(Qn) ≥
3m − 2n + 1である.
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双曲空間における直角多面体の「良い」性質を用いることで, 補題 4を証明することがで
きる. ここでいう「良い」性質とは,

(i) 直角多面体の面もまた直角多面体,

(ii) Qnの各カスプについて, そのカスプを共有する (n − 1)次元面は, 2(n − 1)個ある,

(iii) カスプをもつ任意の (n− 1)次元面について, そのカスプを共有し, かつその (n− 1)次
元面に平行である (n − 1)次元面は唯一存在する,

のことである.
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CR幾何における全Q曲率とその第二変分について
松本佳彦（東大数理）

1 講演の概要
Bransonの Q曲率 [Br]は，曲面の Gauss曲率Kg の共形幾何学的な高次元化にあたる量といえる．コンパ
クトな曲面上におけるKgdVg の積分は Gauss–Bonnetの定理により位相不変であるが，特にその共形不変性
（計量を ĝ = e2Υg (Υ ∈ C∞(M))と取りかえても変わらないこと）は，Gauss曲率の共形変換則が特徴的な
形をしていることからもただちにわかる．Bransonの Q曲率は偶数次元 Riemann多様体 (M, g)に対して定
義される関数Qg であって，同様の特徴的な共形変換則を持つ．このことからコンパクト多様体上では QgdVg

の積分が共形不変量を与えることもわかり，この共形不変量 Q，すなわち全 Q曲率の幾何学的意味を探ると
いう興味深い問題が生じる．
これと同様のことを，強擬凸 CR多様体（Cauchy–Riemann多様体）の幾何学においても考察することが
できる．CR 多様体とは，2n + 1 次元多様体M（ここで n ≥ 1 は整数）と，その複素化された接バンドル
CTM の部分バンドル T 1,0M の組であって，T 1,0M ∩ T 1,0M = 0であり，かつ次の可積分条件を満たすよ
うなもののことである：

[Γ(T 1,0M),Γ(T 1,0M)] ⊂ Γ(T 1,0M).

その強擬凸性とは，ker θ = ReT 1,0M となるような微分 1形式 θ を適切に取ったとき，対応して定まる Levi

形式と呼ばれる T 1,0M 上の Hermite形式が正定値となることをいう（特に θ は接触形式となる）．典型的に
は，複素多様体の C∞ 級境界を持つ強擬凸領域 Ωの境界M = ∂Ωが，そのような構造を自然に持つ（この場
合，T 1,0M = (T 1,0Ω)|M ∩ CTM である）．接触形式 θ は正値関数倍の自由度を持つので，θ を指定すること
は，共形幾何学の場合に共形類を代表する Riemann計量をひとつ指定することに相当すると言える．
CR Q曲率の構成はさらに，可積分条件を次のように弱めた場合にも拡張することができる：

[Γ(T 1,0M),Γ(T 1,0M)] ⊂ Γ(T 1,0M ⊕ T 1,0M).

この条件を満たすようなものは，partially integrableな CR多様体と呼ばれる（以下では，通常の CR多様
体を「可積分 CR多様体」と呼ぶことにする）．実は「コンパクト可積分 CR多様体の全 Q曲率は 0である」
という予想があり，これはある程度一般的な可積分 CR 多様体（擬 Einstein 接触形式を許すような可積分
CR多様体）について正しいということが知られている．そのため，CR幾何学における全 Q曲率の研究は，
partially integrableな CR構造への拡張まで考察することで初めて意味を持つのだと思われる．この拡張に
ついて説明することが，本講演の大きな目的である．
さらに本講演では，partially integrableな CR構造の変形に関する，全 CR Q曲率 QCR の振る舞いにつ
いて説明する．可積分な CR構造においては QCR の第一変分は 0となるのであるが，そのような CR構造に
おける QCR の第二変分について最近判明した，上述の予想を支持する次の事実を紹介する．
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定理. (M,T 1,0M)をコンパクト可積分 CR多様体とし，さらに局所的には複素多様体の実超曲面として埋め
込み可能であると仮定する．また，ψ ∈ C∞(M, Sym2 T 1,0M)を，CR構造の partially integrableな無限小
変形を与えるM 上のテンソルとする．そのとき，全 CR Q曲率 QCR の第二変分を与える微分作用素

O• : C∞(M, Sym2 T 1,0M) → C∞(M, Sym2 T 1,0M)

は，2つの微分作用素を合成したものとして表すことができる：

O• = DN•.

ただし N• は，Nijenhuisテンソルの線型化を与える微分作用素である．

2 Q曲率の構成
Q曲率の構成については講演中に触れるが，その背景について詳しく説明することはできないので，ここで
まとめておく．

2.1 2次元共形多様体（すなわち Riemann面）の場合
共形幾何の場合には，偶数次元のときにQ曲率が定義されるのであった．最も次元が低いとき，すなわち曲
面の場合には，Q曲率とは Gauss曲率 K にほかならない．2つの共形的な Riemann計量 g，ĝ = e2Υg（こ
こで Υ ∈ C∞(M)）があるとき，それらの Gauss曲率のあいだには次の関係式がある：

Kĝ = e−2Υ(Kg +∆gΥ). (∗2)

一方で dVĝ = e2ΥdVg だから，KgdVg の全積分が共形不変量であることがただちに従う．
高次元への拡張を考えるために，この共形変換則 (∗) についてより深く理解したい．われわれの立場で
は，(∗) を山辺作用素（共形ラプラシアン）の共形共変性からの“帰結”であるとみなす．山辺作用素とは，
P2,g = ∆g +

N−2
4(N−1) Scalg（ただし Scalg はスカラー曲率）により定義される微分作用素 P2,g である（われわ

れはこの記号を N ≥ 2のときに用いる．N = 2の場合には，P2,g はラプラシアン ∆g そのものである）．一
般に，Riemann計量 g から定まる微分作用素 Pg が共形共変的であるというのは，ある定数 α，β が存在して
Pĝ ◦ eαΥ = eβΥ ◦ Pg が成り立つことを指す（ここで eαΥ，eβΥ は掛け算作用素を表している；別の言い方を
すれば，共形共変性とは「適切な密度のあいだの作用素とみなせば共形不変」ということである）．山辺作用
素 P2,g の場合には次が成り立つ：

P2,ĝ ◦ e−(N/2−1)Υ = e−(N/2+1)Υ ◦ P2,g. (∗∗2)

この (∗∗2)を定数関数 1に作用させると

∆ĝe
−(N/2−1)Υ +

N − 2

4(N − 1)
e−(N/2−1)Υ Scalĝ =

N − 2

4(N − 1)
e−(N/2+1)Υ Scalg

という等式が得られるが，ここでさらに“変数 N に関して，N = 2において微分する”という操作を（N は
離散的な値しかとらないにもかかわらず！）施せば，2次元における Gauss曲率の共形変換則 (∗2)が得られ
るのである．この議論は厳密な証明とはいえないが，実際に正しい結果を導いている．
さらにここで，Gauss曲率 Kg そのものも， 2

N−2P2,g1の N → 2における極限として (∗∗2)から再現でき
ていることに注意しておく．標語的に言えば，「Gauss曲率 Kg とはラプラシアン ∆g に隠れている定数項で
あって，∆g を高次元に共形共変的に拡張することにより目に見えるようになる量」なのである．
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2.2 4次元共形多様体の場合
4次元の場合に 2次元のときの山辺作用素 P2,g と同じ役割を果たすのが，Paneitz作用素 P4,g である．こ
の作用素は次元が N ≥ 4のときに定義される：

P4,g = ∆2
g + δTd+ N−4

2 (∆J+ N
2 J

2 − 2|P|2).

ただしここで，J = 1
2(N−1) Scalg，P = 1

N−2 (Ricg −Jg)，(Tα)i = (N − 2)Jαi − 4P j
i αj と書いた．すると，

P4,g は
P4,ĝ ◦ e−(N/2−2)Υ = e−(N/2+2)Υ ◦ P4,g (∗∗4)

という共形共変性を持つ．2次元のときと同じように，この両辺を定数関数 1に作用させて N = 4において
微分することで

Qĝ = e−4Υ(Qg + P4,gΥ) (∗4)

という式が得られる．ここで Qg = ∆J+ 2J2 − 2|P|2 である．もちろんこの (∗∗4)から (∗4)を導く議論は厳
密なものではないが，実際に (∗4)は正しい式になっている．
全 Q曲率 Qの共形不変性は，Q曲率の共形変換則 (∗4)と P4,g の自己共役性，および 4次元では P4,g を定
数関数に作用させると 0になることから従う．Chern–Gauss–Bonnetの公式によれば，この量は

Q = 8π2χ(M)− 1

4
W, W =

∫

M

|Wg|2gdVg

と書き直すことができる．したがって，多様体M を固定して考えるならば，Qは実質的にはW そのものだ
と言える．このW は，Weyl汎関数として古典的に知られている．

2.3 一般の偶数次元共形多様体の場合
2 次元，4 次元の場合からわかるように，一般の次元 n（n は偶数）における Q 曲率の構成は，山辺作用
素や Paneitz 作用素の一般化にあたるような作用素 Pn,g の構成に帰着される．そのような Pn,g の構成は，
Graham–Jenne–Mason–Sparlingによって行われた [GJMS]．彼らの構成した Pn,g は，GJMS作用素と呼ば
れている．この GJMS作用素 Pn,g をもとに，n次元多様体に対する Q曲率 Qg が得られ，次の共形変換則を
満たすことが従う：

Qĝ = e−nΥ(Qg + Pn,gΥ). (∗n)

さらに Pn,g が自己双対的で，しかも n次元の場合には定数関数を零化することが示され，したがって全 Q曲
率 Qが共形不変量であることがわかるのである．
以下で，GJMS作用素 Pn,g を作るための方法について述べる．構成したいのは，N 次元 Riemann多様体
上の微分作用素 Pn,g である（ただし N ≥ n）．記述を簡単にするため，N も偶数であると仮定しよう．第一
の方法（[GJMS]の方法）は Fefferman–Grahamのアンビエント計量 [FG1, FG2]を用いたもので，第二の方
法（Graham–Zworski [GZ]による）は，与えられた共形多様体を“無限遠境界”として持つような，共形コ
ンパクト・アインシュタイン計量の漸近展開を使うものである．ここでは後者を詳しく説明する．
共形コンパクト計量とは，C∞ 級の境界つき多様体 X = X ⊔ ∂X の内部 X において定義された Riemann

計量 g+ であって，ρ ∈ C∞(X)を境界定義関数とするとき，ρ2g+ が X の境界まで計量として拡張するよう
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なもののことである．このとき，境界M = ∂X の計量の共形類 [g] = [(ρ2g+)|TM ]が g+ から決まるので，こ
れを共形コンパクト計量 g+ の共形無限遠と呼ぶ．逆の見方をすれば，境界M = ∂X 上の共形類 [g]は，共形
コンパクト計量 g+ に対する境界条件としての意味を持つ．
ここにさらにアインシュタイン条件を課すことで，共形類 [g]から標準的に定まる共形コンパクト計量 g+

を得たい．実際には共形コンパクト・アインシュタイン計量の存在は未解決問題であるが，境界における漸近
展開については一定のことがわかっている．特に，ρ2g+ が X の境界まで C∞ 級に拡張するという条件を課
した上で Ricg+ = −ng+ + O(ρn−2)となるように g+ を定めることが可能で，このとき g+ は，O(ρn−2)の
オーダーの任意性と X 上の微分同相の作用による任意性を除いて一意的である．そのような g+ の構成は実
質的に Fefferman–Grahamのアンビエント計量の構成と等価なので，この g+ を，Fefferman–Grahamの近
似的な共形コンパクト・アインシュタイン計量と呼ぶことにする．
この状況で，Graham–Zworskiは次の定理を証明した．これを GJMS作用素 Pn,g の定義と考えることが
できる．

定理 (Graham–Zworski). C∞ 級の境界つき N + 1次元多様体 X に対し，∂X = M 上に共形類 [g]を任意
に与える．g+ を [g]を共形無限遠とするような X 上の Fefferman–Grahamの近似的共形コンパクト・アイ
ンシュタイン計量とする．共形類 [g] を代表するような Riemann 計量 g に対し，(ρ2g+)|TM = g となるよ
うな境界定義関数 ρ ∈ C∞(X)をとっておく．そのとき，任意の関数 f ∈ C∞(M)に対し，次のような関数
u ∈ C∞(X)が存在する：

(
∆g+ − 1

4
(N2 − n2)u

)
= 0, u = ρN/2−n/2(F + ρn log ρ ·G), F,G ∈ C∞(X), F |∂X = f.

さらに，G|∂X は g のみから定まる微分作用素 P を用いて G|∂X = Pf と表される．この微分作用素 P は，
（定数倍を除いて）GJMS作用素 Pn,g そのものである．

2.4 CR多様体の場合
（強擬凸）CR多様体というのは，典型的には複素多様体の強擬凸領域 Ωの境界のことであった．このような
状況では，Ω上の負曲率完備 Kähler-Einstein計量 g+ を考えることにより，M = ∂Ω上の自然な可積分 CR

構造は，計量 g+ が誘導する構造であるとみなされる．この g+ について，前小節で述べた Graham–Zworski

のアプローチの類似を考えることにより，CR 多様体に対する Q 曲率を考えることができる．実際には
Einstein 方程式を真に満たす計量 g+ は存在しないかもしれないが，共形多様体の場合と同様，近似的な
Einstein計量を用いることでこの問題は回避することができる．
しかし，この完備 Kähler-Einstein計量 g+ を用いる方法で取り扱うことができるのは，可積分 CR多様体
だけである．（コンパクト）可積分 CR多様体の全 Q曲率は常に 0になると考えられており，全 Q曲率を問
題にしたいわれわれの立場では，partially integrableな CR構造を扱うことが求められる．
これを可能にするのが，漸近的複素双曲計量の概念である．これは共形コンパクト計量の場合と同様に，

C∞ 級境界つき実多様体 X = X ⊔ ∂X の内部で定義されるような Riemann計量（必ずしも Kählerである
ことを要請しない）であって，境界M = ∂X 上に partially integrableな CR構造を誘導するような計量で
ある（したがってM は奇数次元でなければならないから，X は偶数次元としておく）．その定義は実質的に
[EMM]による．詳しい定義については講演中に議論することにして，本稿では [GS, M]を引用しておく．こ
れについて，[M]で次の定理を証明した．
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定理. C∞ 級の境界つき 2n + 2次元多様体 X に対し，さらに Θ構造と呼ばれる付加構造を考え，それと適
合する partially integrable CR構造 T 1,0M を境界 ∂X = M 上に任意に与える．そのとき，M に与えられ
た partially integrable CR構造 T 1,0M を誘導するような，Θ接バンドルの計量として境界まで C∞ 級に拡
張する漸近的複素双曲計量 g+ であって，

Ricg+ = −n+ 2

2
g+ +O(ρ2n+2) （Θ接バンドル上のテンソルとして）

を満たすようなものが存在する．さらにそのような g+ は，O(ρ2n+2)のオーダーの任意性と Θ構造を保つ微
分同相による任意性を除けば一意的である．

この計量 g+ を用いて，partially integrable CR多様体に対しても，Graham–Zworskiのアプローチを用い
て GJMS作用素の類似および Q曲率を定義することができる．
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ケーラー計量が成す空間の測地線と
カラビ型汎関数の最小値について

久本智之　 (名古屋大学多元数理科学研究科)

X を n次元複素多様体, Lをその上の正直線束とする. Lの第 1チャーン類に属するケー
ラー計量 ω ∈ c1(L) が存在し, このようなものを一つ固定すると同じコホモロジー類に属す
るケーラー計量は

ωϕ = ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

と書ける. さらにポテンシャル関数 ϕ ∈ C∞(X;R)は定数差を除いて一意に決まる. 我々の
考察対象はケーラー計量の空間

H :=

{
ϕ ∈ C∞(X;R)

∣∣∣∣ ωϕ > 0

}

である. ここには Kエナジーと呼ばれる自然な汎関数

M : H → R

が存在し, K エナジーの臨界点がスカラー曲率一定なケーラー計量を与えるからである. H
の一点における接空間は C∞(X;R)と自然に同一視され, 自然なリーマン計量

‖u‖2 :=

∫

X

u2 ωn
ϕ/n! for u ∈ TϕH

によって無限次元リーマン多様体の構造が入る. Kエナジーの固有性 (properness)を判定す
る上で重要な事実は, それを任意の測地線に制限すると tについての凸関数になる, というこ
とである. 与えられた曲線 ϕt の測地曲率を定義から計算すると

c(ϕt) = ϕ̈t −
∣∣∂̄ϕ̇t

∣∣2
ωϕt

となる. ϕ̇t = ∂ϕ
∂t , ϕ̈t = ∂2ϕ

∂t∂̄t
と了承すれば複素変数に対してもこれは意味を持ち, さらに

Φ(τ, x) := ϕ− log|τ |(x)と変数変換すれば Semmeseの公式

(ω +

√
−1

2π
∂∂̄τ,xΦ)

n+1 = n · c(ϕt)(ω +

√
−1

2π
∂∂̄xϕt)

n ∧
√
−1

2π
dt ∧ dt̄

が成り立つ. すなわち測地線であるという条件はモンジュ・アンペール方程式 (ω +
√
−1
2π ∂∂̄τ,xΦ)

n+1 ≡ 0 に翻訳され, これによって測地線の方程式の弱解を定義することが
できるようになる.
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このような一般化された意味での測地線は, 代数幾何学的には偏極多様体 (X,L)のある種
の変形族と見なすことができ, スカラー曲率一定ケーラー計量の存在と幾何学的不変式論の
意味での安定性が同値であろうという一連の予想 (Yau–Tian–Donaldson) につながる. 今
しばらくこの点について説明する. 同変な C∗ 作用を持つ偏極多様体 (スキーム) の平坦族
µ : (X ,L) → Cが (X1,L1) = (X,L)を満たすとき, (X,L)のテスト配位と呼ぶ. さらに X
は正規多様体であると仮定する. するとディリクレ境界値問題

{
(ω +

√
−1
2π ∂∂̄τ,xΦ)

n+1 ≡ 0 on |τ | < 1

Φ(τ, x) = 0 if |τ | = 1

の解が存在し, ϕt(x) := Φ(ρ(e−t)x) は H 上に弱い意味での測地線を定める. このようにし
てテスト配位から弱測地線への対応が得られる. 一般には C∞ 級の測地線を得ることはでき
ない.

一方, 各自然数 k に対して C∗ 作用に関する固有分解を H0(X0,L⊗k
0 ) =

⊕Nk

i=1 Vλi
とおけ

ば, 漸近展開 ∑Nk

i=1 λi

kNk
= F0 + F1k

−1 +O(k−2)

が成り立つことが知られている. 係数 F1 は Donaldson–二木不変量と呼ばれ, 非自明なテ
スト配位に対し常に F1 < 0 となるとき (X,L) は K-安定であると言う. t → ∞ とすれば
τ → 0 で, このとき K エナジーの ϕt に沿った勾配は −F1 で与えられると予想されている.

そして (X,L) の K-安定性はスカラー曲率一定ケーラー計量の存在と同値であろう, という
のが Yau–Tian–Donaldson 予想である. 定スカラー曲率ケーラー計量が存在すれば K 安定
であることは近年証明された ([4], [14], [8]). 計量の存在については未解決であるが, カラビ・
ヤウ多様体や, 偏極が標準束で与えられている場合には解決している. 特に重要なファノ多様
体について昨年解決がアナウンスされた ([3], [17]). 我々が今回注目したいのは, Donaldson

[4]の示した次の不等式である:

(∫

X

(Sω − Ŝ)2
ωn

n!

) 1

2

>
F1

‖µ‖ .

左辺はいわゆるカラビ汎関数, Sω は ωのスカラー曲率である. ‖µ‖ > 0は Donaldsonによっ
て導入された不変量で,

‖µ‖2 := lim
k→∞

∑Nk

i=1(λi − λ̂)2

kn+2

によって定義される. 上の不等式から特に, 定スカラー曲率ケーラー計量が存在すれば
F1 6 0, すなわち (X,L)が K半安定であることが従う. 今回の研究で我々は, 不変量 ‖µ‖の
解析的な特徴付けを与えた.

Theorem 1 ([6], Theorem 1.2). 偏極多様体 (X,L) のテスト配位 T を任意に取り, ケー
ラー計量の空間上対応する測地線を ϕt とする. 測地線の接ベクトル ϕ̇t はX 上の関数と見な
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せる. このとき,

‖µ‖ =

(∫

X

(ϕ̇t)
2
ωn
ϕt

n!

) 1

2

が成り立つ.

特に ‖µ‖ = 0ならば対応する測地線は自明であることが従う. 中心ファイバー X0 が滑ら
かな時は [18] によって知られていた. 我々の証明は, [13] による ϕt の別構成と, 次数付き
線形系の体積を解析的に表す公式 [5] に基づく. さらに一般の Lp-ノルムに対応する不変量
‖µ‖p を

‖µ‖pp := lim sup
k→∞

∑
i

∣∣∣λi − λ̂
∣∣∣
p

kn+p

と定義すると

‖µ‖p =

(∫

X

|ϕ̇t|p
ωn
ϕt

n!

) 1

p

が成り立つことも示せる. 上の定義において p 6= 2のとき上極限が極限になることは自明で
はないが, これも正しい.

Theorem 1から, Donaldsonの不等式に対し自然な解釈を与えることができる. すなわち
Donaldson–二木不変量に関する前述の予想を認めれば

−F1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=∞

M(ϕt) (1)

であり, Kエナジーの測地凸性より

d

dt

∣∣∣∣
t=∞

M(ϕt) >
d

dt

∣∣∣∣
t=0

M(ϕt) (2)

だが, ヘルダーの不等式から

d

dt

∣∣∣∣
t=0

M(ϕt) = −
∫

X

ϕ̇0(Sω − Ŝ)ωn/n!

> −
(∫

X

∣∣∣Sω − Ŝ
∣∣∣
q

ωn/n!

)1/q(∫

X

|ϕ̇0|p ωn/n!

)1/p

(1/p + 1/q = 1)を得る. 残念ながら (1)は予想であり, (2)については弱測地線に対して K

エナジーの妥当な定義が見つかっていない. ただしファノ多様体 (L = −KX)の場合は Kエ
ナジーの代わりに Dingの汎関数を用いれば (1), (2)に対応する結果がそれぞれ [1], [2]で確
立されており, 我々は Donaldsonの不等式の類似を一般の Lq ノルムに対して得ることがで
きる.

Theorem 2 ([6], Theorem 1.3). X をファノ多様体, ω を X の第 1 チャーン類に属す
るケーラー計量とする. 関数 h を, Ric(ω) − ω =

√
−1
2π ∂∂̄h を満たすものとして取り,
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∫
X
(eh − 1)ω

n

n! = 0が成り立つよう正規化しておく. このとき, 1/p + 1/q = 1を満たす任意
の指数 1 6 p, q 6 ∞に対し不等式

(∫

X

∣∣eh − 1
∣∣q ωn

n!

) 1

q

>
F1

‖µ‖p
が成り立つ.

最後にノルム ‖µ‖p を考えることの意義と, 将来への展望を述べる. 一般の偏極多様体に対
し K安定性から定スカラー曲率ケーラー計量の存在が言えるかどうかは未解決であり, ある
いはより強い安定性が必要なのではないかという示唆が Székelyhidi, 満渕らにより与えられ
ている ([15], [16], [9], [10], [11]). 実際, 計量の存在を示す上ではテスト配位のなす列の極限
を取り扱う必要があり, そのような状況では Donaldson–二木不変量そのものよりも, F1 を
ノルムで割って正規化したものが本質的な役割を果たす. これはカラビ型汎関数の視点から
も自然であると言える. 例えば Székelyhidi [15]は次のような条件 (一様安定性)を考察して
いる.

F1 6 −ε ‖µ‖ n
n−1

ここで εはテスト配位 µに依らない定数である. この定義では整数でない p = n
n−1 を考える

ことが必要である. ノルムを考える動機は他にもある. Li–Xu [7]の挙げているような病理的
な例をテスト配位の定義からどう除外するかが一つの課題となっている. Li-Xu のテスト配
位では ‖µ‖ = 0となっており, ノルムを考えることでこのような例を除外することができる.
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非コンパクトトーリックケーラー多様体の構成とその応用につ
いて

興津　優史 (東京工業大学理工学研究科)
∗

1 序
シンプレクティックトーリック多様体の分類は, コンパクトの場合に Delzant [1] によってなされている.

これによるとコンパクトシンプレクティックトーリック多様体の同型類は, Delzant polytope と呼ばれる凸多
面体と一対一に対応する. さらに, シンプレクティック錐の場合には (接触トーリック多様体の分類定理とし
て) Lerman [5] の分類定理が知られている. この場合は, トーラス作用が自由でない場合には, 同型類と good

cone と呼ばれる凸多面錐との対応がある. また, 一般の非コンパクトシンプレクティックトーリック多様体の
分類定理が Karshon と Lerman [2] によって得られている. これらの定理において重要な役割を果たすのは
モーメント写像とその像であり, モーメント像から元々の多様体を構成する方法は [1, 5] においては Delzant

構成, [2] においては崩壊関手が用いられている. ここで注意したい事は Delzant 構成された多様体には自然な
ケーラー構造が存在するが, 崩壊関手によって構成された多様体においては, そのような自然なケーラー構造
は決まらないということである. 本講演では, Delzant polytope や good cone を含むような凸多角的集合で
あるユニモジュラ集合という集合を新たに導入し, Delzant 構成よりも広いクラスのシンプレクティックトー
リック多様体を構成することが出来るカット構成を紹介する. これは崩壊関手を明示的に書き下したものであ
るが, それによって自然なケーラー構造を決定することが出来るという点が崩壊関手とは異なる. さらにこれ
の応用として, [5] において構成されていない接触トーリック多様体のクラスをすべて得ることが出来る. ([5]

では, good cone に対応する接触トーリック多様体を Delzant 構成を用いて構成しているが, 頂点を持たない
good cone に対しては Delzant 構成を適用することが出来ない. したがって, そのような good cone に対応
する接触トーリック多様体は得られていなかった.) なお, [5] の分類定理に漏れがある事は横山氏 [6]によって
も指摘されている.

2 定義
i = 1, · · · , N に対して, ηi := (η1

i
, · · · , ηn

i
) ∈ Rn を外向きの法ベクトルとする切片 (κ1, · · · , κN )の凸多角的

集合 (convex polyhedral set)とは Π := {x ∈ (Rn)∗ | 〈x, ηi〉 ≦ κi, i = 1, · · · , N}であるとする.

定義 1. ∆を凸多角的集合 Πの相対開部分集合とする. このとき ∆がユニモジュラ集合であるとは次の 3つ
の条件を満たすことである:

∗ okitsu.y.aa@m.titech.ac.jp
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(1) もし, ∆ が頂点を持つならば, それは単純である. つまり, 各頂点では次元と同じ本数の辺が出会って
いる;

(2) ∆の n− 1次元面に対応する各法ベクトル ηik は Zn の原始的な元である;

(3) 任意の部分集合 I ⊂ {1, · · · , N}に対して, ∆ ∩ FI 6= ∅ ならば {ηi}i∈I はトーラス Tn = Rn/(2πZ)n

の部分トーラスの整格子の Z - 基底である. ただし, FI := {x ∈ Π|〈x, ηi〉 = κi, i ∈ I}とおいた.

さらに凸多角的集合の強凸性・弱凸性を次のように定義する:

定義 2. 凸多角的集合 Π := {x ∈ (Rn)∗ | 〈x, ηi〉 ≦ κi, i = 1, · · · , N} が強凸であるとは, R-

span{η1, · · · , ηN} = (Rn)∗ が満たされることである. さらにユニモジュラ集合が強凸であるとは強凸な凸多
角的集合の相対開集合であるということとする. また, ユニモジュラ集合が強凸でない場合, これを弱凸である
と呼ぶ.

3 カット構成
ユニモジュラ集合の定義を見れば分かるように, 弱凸なユニモジュラ集合は頂点 (零次元面) を持たないた
め, これに対応するシンプレクティックトーリック多様体を Delzant 構成することは出来ない. よってこれに
対応するシンプレクティックトーリック多様体を構成する為にカット構成が必要である. これは次のように与
えられる:

補題 . ある開集合 U と凸多角的集合Π := {x ∈ (Rn)∗ | 〈x, ηi〉 ≦ κi, i = 1, · · · , N}が存在して,ユニモジュラ
集合が ∆ = U∩Πと与えられているとする. ここで, (U×Tn×CN ,

∑
i
dxi∧dθi+

√
−1

∑
N

i=1 dzi ∧ dzi, T
n×

TN ,Φ⊕ µ) を次の様なトーラス作用を持つハミルトン Tn × TN -空間とする:

(s1, · · · , sn, t1, · · · , tN ) · (x, θ, z1, · · · , zN ) = (x, θ +
n∑

i=1

siei +
N∑

i=1

tiηi, e
√
−1t1z1, · · · , e

√
−1tN zN ), (1)

ただし, (x, θ)は U × Tn ⊂ T ∗Tn ∼= Rn × Rn/2πZn の作用-角座標であって, ei たちは Rn の標準基底とす
る. このとき, モーメント写像は次で与えられる:

Φ⊕µ : T ∗Tn×CN → (Rn⊕RN )∗, (x, θ, z1, · · · , zN ) 7→ x⊕(〈x, η1〉+‖z1‖2−κ1, · · · , 〈x, ηN 〉+‖zN‖2−κN ).
(2)

最後に TN のハミルトン作用についてシンプレクティック商を取ることによって, 多様体M∆ := µ−1(0)/TN ,

その上に誘導されるシンプレクティック形式 ω∆, T
n-作用, そのモーメント写像 Φ∆ を得る. これについて

ImΦ∆ = ∆ が成立する.

これによって, ユニモジュラ集合 ∆に対してモーメント像が ∆となるシンプレクティックトーリック多様体
を構成することが出来る. さらにこれのケーラー構造も得ることが出来る. まとめると次が成立する:

定理 1 (O). ある開集合 U と凸多角的集合 Π := {x ∈ (Rn)∗ | 〈x, ηi〉 ≦ κi, i = 1, · · · , N}が存在して, ユニ
モジュラ集合が ∆ = U ∩Πと与えられているとする. このとき∆に対応するシンプレクティックトーリック
多様体が存在して, 自然なケーラー構造を持つ. このケーラー構造は次のシンプレクティックポテンシャルに
よって与えられる:

Sp(x) =
1

2
‖x‖2 + 1

2

N∑

i=1

li(x) log li(x)−
1

2
l∞(x), (3)

ただし, l1(x) := κ1 − 〈x, η1〉, · · · , lN (x) := κN − 〈x, ηN 〉, l∞(x) :=
∑

li(x) である.
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4 主結果
∆ がユニモジュラな凸多面錐である場合, モーメント像と球面の共通部分のモーメント写像による逆像は
トーリック接触多様体となるが, ∆が弱凸な場合, これは [5]において構成されていない例となっている. これ
らを弱凸トーリック接触多様体と呼ぶ. これについて次の様な特徴付けを得た:

定理 2 (O). 弱凸トーリック接触多様体はトーリック K-接触構造を持ち得ない. 特にトーリック佐々木構造
を持ち得ない.

これは強凸なモーメント錐に対応するトーリック接触多様体が自然にトーリック佐々木構造を持つことと対照
的である.
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四次元開多様体と反自己双対接続と局所平均次元

松尾信一郎

第 60回幾何学シンポジウム

概要
四次元開多様体上の無限エネルギー反自己双対接続のなす無限次元モジュライ空
間を Gromovの平均次元の観点から研究した．特に，四次元開多様体が S3

× Rのと
き，その局所平均次元を決定した．京都大学の塚本真輝氏との共同研究である．

1 序
四次元多様体論における Donaldson理論は Atiyah-Hitchin-Singer[1]により端緒が開か

れた．その主定理は四次元有向反自己双対正スカラー曲率コンパクト Riemann多様体上
の反自己双対接続のモジュライ空間の次元公式である．我々はその非コンパクト四次元多
様体への拡張を試み，特にモジュライ空間が無限次元になる状況を研究した．

2 モジュライ空間 Md

Z := S3
×Rとして，標準的直積計量を与える．計量の定める Hodge作用素を ∗とする．

また，P := Z × SU(2)を X 上の自明束として，gP を随伴 su(2)束とする．
Pの自己同型は Pの接続に作用する．その作用による接続 Aの同値類を [A]と書き，A

のゲージ同値類と呼ぶ．
Aを Pの接続として，FA をその曲率とする．Aが反自己双対接続であるとは，反自己

双対方程式
FA + ∗FA = 0

を充たすことである．接続が反自己双対接続であることは P の自己同型の作用により不
変な条件である．
接続 Aの曲率 FA は gP に値をとる二次形式であり，従って，各点 z ∈ Z において線型
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写像
FA(z) : ∧2 TZz → su(2)

を定める．この線型写像の作用素ノルムを |FA|op(z)として，‖FA‖op := supz∈Z |FA|op(z)と
する．反自己双対接続 Aに対して，その曲率の作用素ノルム ‖FA‖op と L∞ ノルム ‖FA‖∞

は，不等式
1
√

3
‖FA‖∞ ≤ ‖FA‖op ≤ ‖FA‖∞

により結ばれている．曲率の作用素ノルムと L∞ ノルムは Pの自己同型の作用により不変
である．

定義 1. d ≥ 0を非負実数とする．モジュライ空間 Md を，反自己双対接続 Aであって

‖FA‖op ≤ d

を充たすもののゲージ同値類からなる集合として，定める．Md には広義一様収束位相を
与える．このとき，Md はコンパクトかつ距離化可能である．また，実数 Rは Md に自然
に連続に作用する．

0 < d < 1 のとき，Md は自明平坦接続のゲージ同値類だけからなる一点集合である．
d = 1のとき，Md は BPSTインスタントンの Z = S3

× R → R
4 による引き戻しを含む．

また，1 < dのとき，Md は無限次元である．

3 エネルギー密度 ρ(d)

我々は，第二 Chern数の正規化として，接続のエネルギー密度を導入した．
Pの接続 Aのエネルギー密度 ρ(A)を

ρ(A) := lim
T→∞

(

1

T

[

sup
t∈R

1

8π2

∫

S3×[t,t+T ]

|FA| dvol

])

により定める．この極限は常に存在する．エネルギー密度は P の自己同型の作用により
不変である．

定義 2. 非負実数 d ≥ 0に対して，

ρ(d) := sup{ρ(A) | [A] ∈ Md}

と定める．
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0 < d < 1のとき，ρ(d) = 0であり，1 < d のとき，ρ(d) > 0である．また，d → ∞の
とき，ρ(d)→ ∞となる．ρは dの単調非減少函数である．

定義 3. ρの左不連続点の全体をDとする．

ρは単調非減少函数なので，Dは高々可算集合である．

4 局所平均次元 dimloc(Md : R)

平均次元とはコンパクト力学系の位相不変量であり，Gromov[2]が導入した．局所平均
次元は平均次元の変種であり，論文 [4]が導入した．局所平均次元もコンパクト力学系の
位相不変量である．この節では局所平均次元の定義を述べる．

(X, d)をコンパクト距離空間として，Rが X に連続に作用しているとする．
ǫ > 0を正実数とせよ．位相空間 Y と連続写像 f : X → Y に対して， f が ǫ-埋め込みで

あるとは，任意の点 y ∈ Y に対して Diamd

(

f −1(y)
)

≤ ǫ が成り立つことである．このとき，
各正実数 ǫ > 0に対して，n次元多面体 Pと ǫ-埋め込み f : X → Pが存在する自然数 nの
最小値を (X, d)の幅次元といい，Widimǫ(X, d)と書く．
次に，Rの部分集合 Ω ⊂ Rが与えられたとせよ．このとき，X 上の新しい距離 dΩ を

dΩ(x, y) := sup
t∈Ω

d(t · x, t · y)

により定める．ただし，実数 tの点 xへの作用を t · xとした．また，各正実数 r > 0と各
点 p ∈ X に対して，X の部分閉集合 Br(p)R を

Br(p)R := {x ∈ X | dR(p, x) ≤ r}

により定める．

定義 4. まずは点 p ∈ X における局所平均次元 dimp(X : R)を

dimp(X : R) := lim
r→0

[

lim
ǫ→0

lim
T→∞

sup
t∈R

Widimǫ(Br(p)R, d(t,t+T ))

T

]

と定める．この極限は常に存在し，位相と両立する距離の取り方に依らない．次に局所平
均次元 dimloc(X : R)を

dimloc(X : R) := sup
p∈X

dimp(X : R)

と定める．局所平均次元は R が連続に作用するコンパクト距離化可能空間の不変量で
ある．
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我々のモジュライ空間 Md は R が連続に作用するコンパクト距離化可能空間だったの
で，その平均次元 dimloc(Md : R)が考えられる．

5 主定理 dimloc(Md : R) = 8ρ(d)

定理 5. [3, Theorem 1.2.] 任意の非負実数 d ∈ [0,∞) \ Dに対して，平均次元公式

dimloc(Md : R) = 8ρ(d)

が成り立つ．

6 証明のための鍵となる概念 ∃δ∃T ∀t ‖FA‖L∞(S3×[t,t+T ]) ≥ δ

論文 [4]では，周期的反自己双対接続に対する Kodaira-Spencer型変形理論を発展させ
ることにより，局所平均次元 dimloc(Md : R)が充たすべき不等式が導出された．
論文 [3]では，周期的反自己双対接続を含む概念である非退化反自己双対接続を導入し，

非退化反自己双対接続に対する Kodaira-Spencer型変形理論を発展させた．その結果，平
均次元が充たすべき等式が導出された．

定義 6. P の接続 A が非退化であるとは，正実数 δ > 0 と T > 0 が存在し，任意の実数
t ∈ Rに対して，

‖FA‖L∞(S3×[t,t+T ]) ≥ δ

を充たすこととする．

非退化反自己双対接続に対する Kodaira-Spencer型変形理論により次が示される．

定理 7. [3, Theorem 1.10.] Aを非退化反自己双対接続であって ‖FA‖op < d を充たすもの
とせよ．特に [A] ∈ Md である．このとき，

dim[A](Md : R) = 8ρ(A)

が成り立つ．

また，無限個のインスタントンを貼り合わせることにより次が示される．

定理 8. [3, Theorem 1.11.] d > 1とせよ．Aを反自己双対接続であって ‖FA‖op < dを充た
すものとせよ．特に [A] ∈ Md である．任意の正実数 ǫ > 0に対して，非退化反自己双対
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接続 Bが存在して，‖FB‖op < dかつ

ρ(B) > ρ(A) − ǫ

が成り立つ．

すなわち，エネルギー密度に関して，Md の全ての元は非退化反自己双対接続により近
似できる．
この二つの定理から主定理は従う．
まず 0 < d < 1のとき，Md は一点集合なので，両辺は零となり，確かに正しい．
次に 1 < dのとき．Aを反自己双対接続であって ‖FA‖op < dを充たすものとせよ．
定理 8より，任意の ǫ > 0に対して，非退化反自己双対接続 Bが存在して，‖FB‖op < d

かつ ρ(B) > ρ(A) − ǫ を充たす．さらに，定理 7を合わせて，

dimloc(Md : R) ≥ dim[B](Md : R) ≥ 8ρ(B) ≥ 8(ρ(A) − ǫ)

が成り立つ．従って，ǫ は任意だったので，‖FA‖op < d を充たす任意の反自己双対接続 A

に対して，dimloc(Md : R) ≥ ρ(A)である．さて，ρの定義より，任意の ǫ > 0に対して，反
自己双対接続 Aが存在して，‖FA‖op < dかつ ρ(d − ǫ) ≤ ρ(A) ≤ ρ(d)を充たす．よって，d

が ρの左不連続点ではないとき，つまり，d < Dのとき，

dimloc(Md : R) ≥ ρ(d)

となる．上からの不等式 dimloc(Md : R) ≤ ρ(d) は論文 [4, Theorem 1.2.] により示されて
いた．これで主定理は示された．
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極大なトーラス作用を持つ複素閉多様体について
石田 裕昭 (京都大学数理解析研究所 日本学術振興会特別研究員 (PD))

∗

1. 序
M を連結な実多様体, Gをコンパクトトーラスとし, M に効果的に作用しているものとする.

Mの各点xに対して, 接空間TxM = Tx(G · x) ⊕ TxM/Tx(G · x)は固定部分群Gxの表現であ
り, Tx(G · x)は自明, TxM/Tx(G · x)は忠実な表現になる. 特にMの各点xに対して次の不等
式を得る:

2 dimGx ≤ dimM − dimG · x, ∀x ∈ M. (1)

不等式 (1)は次のように書き直すことができる:

dimG+ dimGx ≤ dimM, ∀x ∈ M. (2)

例 1.1. コンパクトトーラスGが連結な実多様体Mに固定点xを持つように効果的に作用して
いるとき, 2 dimG ≤ dimM .

不等式 (2)を動機として, トーラス作用の極大性を次のように定義する:

定義 1.2. Mを連結な実多様体, Gをコンパクトトーラスとし, Mに効果的に作用しているも
のとする. MへのG-作用が極大であるとは, ある点 x ∈ Mに対して次の等式を満たすときを
言う:

dimG+ dimGx = dimM, ∃x ∈ M. (3)

定義 1.2の意味で極大であるとき, Gよりも大きなコンパクトトーラスはMに効果的に作用
できない. この事実が極大と呼ぶ由来である. 実際, 次の命題が成り立つ:

命題 1.3. Mを連結な実多様体, G′をコンパクトトーラスとし, Mに効果的に作用しているも
のとする. G ⊆ G′を部分トーラスとし, MへのG′-作用のGへの制限が, 定義1.2の意味で極大
であるとする. このとき, G = G′.

本講演では,

• Mは複素閉多様体,

• Gはコンパクトトーラス, Mに極大に作用, Mの複素構造を保つ

ような (M,G)の分類について論じる.

2. いくつかの例
例 2.1 (コンパクト複素トーラス). ΓをCnの格子とし, M = G = Cn/Γ ∼= (S1)2nとする. こ
のとき, 任意の点x ∈ Mに対して等式 (3)が成り立ち, MへのG-作用はMの複素構造を保つ.

例 2.2 (非特異かつ完備なトーリック多様体). Mを非特異かつ完備な複素n次元トーリック多
様体とする. トーリック多様体の定義よりMは正則, 効果的な (C∗)n-作用を持ち, かつ固定点
x ∈ M (C∗)nを持つ. G = (S1)n ⊂ (C∗)nとすると, 固定点x ∈ M (C∗)n = M (S1)nにおいて等式
(3)が成り立つ.

∗〒 606-8502 京都市左京区北白川追分町
e-mail: ishida@kurims.kyoto-u.ac.jp
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例2.2に関しては, Y. Karshonと講演者との共同研究について, ある意味で逆も成り立つこと
が示されている.

定理 2.3 (I.-Karshon, [3]). Mを複素n次元の複素閉多様体とする. (S1)nがMに効果的かつ
Mの複素構造を保つように作用しているとする. このとき, M (S1)n 6= ∅ならば, (M, (S1)n)は
ある非特異かつ完備なトーリック多様体と同変双正則である.

例 2.4 (Calabi-Eckmann多様体). (Ck \ {0})× (Cm \ {0})への (C∗)m-作用を,

(g1, . . . , gm) · (z1, . . . , zm) := (g1z1, . . . , gmzm)

で定める. α ∈ C \ Rとし, 部分群H ⊂ (C∗)mを

H := {(et, . . . , et︸ ︷︷ ︸
k

, eαt, . . . , eαt︸ ︷︷ ︸
m−k

) ∈ (C∗)m | t ∈ C}

で定義する. (Ck \ {0})× (Cm \ {0})への (C∗)m-作用のHへの制限は, 正則, プロパー, 自由で
あり, 従って軌道空間

M := (Ck \ {0})× (Cm \ {0})/H

は複素多様体になる. 奇数次元球面S2k−1とS2m−2k−1をそれぞれCkとCm−kの中の単位球面
と思うと, 包含写像S2k−1 × S2m−2k−1 →֒ (Ck \ {0}) × (Cm \ {0})はS2k−1 × S2m−2k−1とM

の間の微分同相写像を誘導する. 特にMは複素閉多様体になる. MへのG = (S1)m-作用を

(g1, . . . , gm) · [z1, . . . , zm] := [g1z1, . . . , gmzm]

で定める. このG-作用は効果的で, かつMの複素構造を保つ. Mの点

x = [z1, 0, . . . , 0, zk+1, 0, . . . , 0], z1, zk+1 6= 0

において, 固定部分群Gxは

Gx = {(g1, . . . , gm) ∈ (S1)m = G | g1 = 1, gm = 1} ∼= (S1)m−2

であるから, 特にxにおいて等式 (3)が成り立つ.

より複雑で興味深い例として, BosioとMeerssemanによるLVMB manifold ([2]), Panovと
Ustinovskyによるmoment-angle manifold ([5])などがある. これらはCPmあるいはCmのあ
る開集合をCℓによる正則, プロパー, 自由な作用によって商をとることで得られ, その定義から
自然なトーラス作用を持ち, そのトーラス作用が複素構造を保つこと, 極大であることを見るの
は易しい.

3. 不変量
極大なトーラス作用付き複素閉多様体 (M,G)に対して, 2つの不変量を定義することができる.

そのうちの1つはトーリック幾何と同様の手法で, Gのリー環gの中の有理扇が得られる. もう
1つはG-作用の複素化を通して得られる複素部分空間 h ⊂ gCである. 以下, (M,G)は極大な
トーラス作用付き複素閉多様体とする.

3.1. 有理扇∆

トーリック幾何においては, トーリック多様体Xに対して, 余次元1の部分多様体であってトー
ラス不変なもの (toric divisor)の交叉や固定している1次元部分トーラスを見る事によって, X

を記述することができる. 我々の設定においてもこれと同様の議論ができる. そのために, toric

divisorの代わりの役割を果たす特性部分多様体を定義する.
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定義 3.1 (特性部分多様体). Gのある 1次元部分トーラスGNによる固定点集合の連結成分で
あって, 複素余次元1のMの部分多様体Nのことを, 特性部分多様体という.

Mのコンパクト性から,特性部分多様体は高々有限個であることが分かる. そこで, N1, . . . , Nk

をMの特性部分多様体とし, 抽象単体複体Σを

Σ :=

{
I ⊆ {1, . . . , k} |

⋂

i∈I

Ni 6= ∅
}

と定める. また, 各Niの各点を固定しているGの1次元部分トーラスをGiとして, パラメータ
付けλi : S

1 → Giであって,

(λi(g))∗(ξ) = gξ, ∀g ∈ S1, ∀ξ ∈ TM |Ni
/TNi

を満たすものを取る. このようなλiは一意的に存在する. 微分を通してHom(S1, G)をgの格子
だと思うことにすると, gのベクトルλiが各特性部分多様体に対して定義される. λiで張られ
る錐

pos(λi | i ∈ I) :=

{∑

i∈I

aiλi | ai ≥ 0

}
⊂ g

の族
∆ := {pos(λi | i ∈ I) | I ∈ Σ}

が得られる.

3.2. 複素部分空間h

G ∼= (S1)mはMの複素構造を保つように作用し, かつMはコンパクトであるので, G-作用の複
素化と呼ばれる, Mへの正則なGC ∼= (C∗)m-作用が定義される. GCの部分群Hを次で定める:

H := {h ∈ GC | h · x = x, ∀x ∈ M}.

Hは複素閉部分群であり, 従ってGCのリー部分群である.

gの錐の族∆, Hのリー環h ⊂ gC := g⊗RCおよびGからなる組 (∆, h, G)は,明らかに (M,G)

の不変量である. 組 (∆, h, G)は次のように統制される:

命題 3.2. (M,G)から定まる組 (∆, h, G)は次を満たす:

1. ∆はgの中で (格子Hom(S1, G)に関して)非特異な扇になる.

2. p : gC → gを射影とする. このとき, 制限p|h : h → gは単射である.

3. q : g → g/p(h)を商写像とする. このとき, ∆の qによる像はg/p(h)の完備な扇になる.

4. 結果
極大なトーラス作用付き複素閉多様体の同変双正則類全体を, C1で表す. また, 代表 (M,G)の
同変双正則類を, [M,G]で表すことにする. C2を, 命題3.2を満たす組 (∆, h, G)全体の集合とす
る. 節3において構成した対応をF1 : C1 → C2と書くことにする (F1は明らかにwell-definedで
ある).

次の定理の 1は, 講演者も独立に得ていたが, 論文準備中にBattistiによって先に発表, 出版
された:

定理 4.1 (1はBattisti, [1]). 1. (∆, h, G) ∈ C2とする. ∆に対応するトーリック多様体を
X(∆)と書くことにする. このとき, X(∆)/ exp(h)は複素閉多様体になる.
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2. GのX(∆)/ exp(h)への作用は極大. 特に [X(∆)/ exp(h), G] ∈ C1.
定理4.1より, (∆, h, G) ∈ C2に対して [X(∆)/ exp(h), G] ∈ C1を対応させる写像F2 : C2 → C1

が得られる. 次が本講演の主定理である:

定理 4.2 (I.[4]). F1,F2は互いに逆写像である. 特にC1とC2の間に一対一対応がつく.

定理 4.2の主張から, 極大トーラス付き複素閉多様体は, すべてあるトーリック多様体X(∆)

の適当な連結な群Hによる商空間と同変双正則になる, ということがわかる.

例 4.3 (コンパクト複素トーラス). M,Gを例 2.1と同様のものとする. 格子 Γの生成元を
γ1, . . . , γ2nとし, C-線形写像f : gC → gを, f(γi ⊗ 1) = γi, f(γi ⊗

√
−1) =

√
−1γiで定める. f

は全射であり, 全射準同型
f : GC → G = C/Γ = M

に落ちる. 特に fの核をHとすると, Mは代数トーラスGCのHによる商空間と同変双正則同
値である.

例 4.4 (非特異かつ完備なトーリック多様体). 例2.2と同様に, Mを非特異かつ完備な複素n次
元トーリック多様体とし, G = (S1)n ⊂ (C∗)nとする. 対応するC2の元 (∆, h, G) = F1([M,G])

は定義より, ∆は完備かつ非特異な扇, hは {0}となる. 逆に非特異かつ完備な gの中の扇∆に
対して (∆, {0}, G) ∈ C2であってF2(∆, {0}, G) = [X(∆), G]となる. 特にトーリック多様体の
基本定理は, 定理4.2のhが自明なものと理解することができる.

例 4.5 (Calabi-Eckmann多様体). 例 2.4の多様体M = (Ck \ {0}) × (Cm−k \ {0})/Hは定理
4.2を説明するのに都合がよい. Mはm個の特性部分多様体を持ち, それらは

Ni := {[z1, . . . , zm] ∈ M | zi = 0}, i = 1, . . . ,m

と書ける. 各Niを固定する 1次元部分トーラスGiは i番目の座標 1次元部分トーラスであり,

(M,G)に対応する扇∆は

∆ = {pos(ei | i ∈ I ∪ J) | I ( {1, . . . , k}, J ( {k + 1, . . . ,m}}

となる. 従って対応するトーリック多様体X(∆)は (Ck \ {0})× (Cm−k \ {0})である. Mへの
G = (S1)m-作用の複素化GC ×M → Mは

(g1, . . . , gm) · [z1, . . . , zm] = [g1z1, . . . , gmzm]

で与えられ, このことからMのすべての元を固定するものからなるGCの部分群はHと一致す
ることが分かる.

最後に, ∆とHのリー環hが命題 3.2を満足することを確認する. 簡単な計算により, p(h) ⊂
g ∼= Rmはベクトル

v1 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−k

),

v2 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−k

)

で張られることが分かる. 従ってRm/p(h)とRm−2を

[x1, . . . , xm] 7→ (x1 − xk, . . . , xk−1 − xk, xk+1 − xm, . . . , xm−1 − xm)

で同一視することによって, q : Rm → Rm−2による∆の像は, CP k−1とCPm−k−1にの直積に
対応する扇と等しいことが分かる. 特に, q(∆)はRm−2の完備な扇になる.
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定理4.2の“非同変”版もできる.

定理 4.6. [M,G], [M ′, G′] ∈ C1とし, F1([M,G]) = (∆, h, G), F1([M
′, G′]) = (∆′, h′, G′)とす

る. このとき, 次は同値:

1. M , M ′は双正則同値.

2. ある同型α : G → G′に関して, (M,G)と (M ′, G′)はα-同変双正則同値.

3. ある同型α : G → G′であって,

• 微分 (dα)1 : g → g′が扇∆と∆′の間の同型を導く.

• (dα)1 ⊗ idC(h) = h′.

を満たすものが存在する.
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Taub-NUT
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(X,α)

g

(X, g, α) g

ALE 4 ALE

H2(X,Z)

Ak, Dk, E6, E7, E8 Cartan

Kronheimer

[4]

1

ALF 4 Taub-NUT

multi-Taub-NUT ( A ALE )

D ALE

ALF Cherkis-Hitchin Dancer, Auvray

Dancer Kronheimer
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Dancer

ALE

ALE

2 Taub-NUT

2

H M = HN

µ̂ : M →
ImH⊗ h

∗ ImH ∼= R3 H i, j, k

3 h
∗

h = Lie(H)

H M HC

G ρ : H → G×G

Hρ := ρ−1(∆G) ⊂ H M

∆G ⊂ G×G

ι : Hρ → H µ := ι∗ ◦ µ̂ ZH ⊂ h
∗

H h
∗

ζ ∈ ImH ⊗ ZH µ−1(ι∗ζ)/Hρ

µ−1(ι∗ζ)/Hρ

µ−1(ι∗ζ)/Hρ Taub-NUT

Kronheimer [5] G×G NG = T ∗GC

G×G
Dancer Swann [2] H M ×NG

ρ (x, p) ∈M×NG σ(x, p) := µ̂(x)+ρ∗(ν(p))

σ−1(ζ)/H ζ ∈ ImH ⊗ ZH

µ−1(ι∗ζ)/Hρ Taub-NUT

gι
∗ζ , gζ αι∗ζ αζ

ρ

ρ̄ : H/Hρ → (G×G)/∆G. (1)
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2.1. ρ̄

ψ : µ−1(ι∗ζ)/Hρ → σ−1(ζ)/H

ζ ∈ ZH Hρ µ−1(ι∗ζ)
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Taub-NUT Taub-NUT
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リッチ曲率とLp収束
本多正平（九州大学 数理学研究院）

1 イントロダクション
本稿では [10]で得られた結果のみの紹介を目的とし，それらの詳細については講演で述べ
たい．
本講演で考える設定は次である：nを自然数，Kを実数，(Mi,mi, vol/volB1(mi))を

点付き，正規化された測度付き n次元完備リーマン多様体列でRicMi
≥ K(n− 1)を満た

すとし，(M∞,m∞, υ)をそのグロモフ・ハウスドルフ極限とする．チーガー・コールディ
ングの仕事 [2]によって，ある弱い意味でM∞の接束 TM∞とリーマン計量 gM∞

= 〈·, ·〉
が自然に存在することがわかっている．その双対，テンソルを取ることによって，任意の
非負整数 r, sに対して ‘ベクトル束’

T r
sM∞ :=

r
⊗

i=1

TM∞ ⊗
r+s
⊗

i=r+1

T ∗M∞

を考えることができる．これらもリーマン計量から定まる自然な計量を持つので，それ
も 〈·, ·〉と書くことにする．これらの重要な性質の一つはラーデマハァ型の定理がこの場
合も成り立つことである：M∞上の任意のリプシッツ関数 f に対して，その微分 df(x) ∈
T ∗
xM∞,∇f(x) ∈ TxM∞がほとんど至る所の x ∈ M∞で意味を持つ．
次にR > 0, 1 < p < ∞と非負整数 r, sを固定し，BR(m∞)上の T r

sM∞へのLp切断全
体を Lp(T r

sBR(m∞))と書く．また，各 i ≤ ∞に対して，Ti ∈ Lp(BR(mi))を取る．この
とき，次を適切に定義したい：
(W) Tiが T∞に Lp弱収束する．

(S) Tiが T∞に Lp強収束する．
この定義を与えることの最大の難しさは，差 ‘Ti − T∞’が適切に考えられないことである．
実はこれと似たことは [6]でも扱っていたが，それは上の設定よりも強い状況であること
は一言述べておきたい．
上の二つの定義を与えることができる，それが本講演で最も述べたいことである：
本研究は科学研究費若手研究（B) 24740046 の助成を受けたものである．
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定義 1.1 ([10]).

(W) Tiが T∞にBR(m∞)上 Lp弱収束するとは次が成り立つときを言う：supi ||Ti||Lp <

∞であり，任意の x∞ ∈ BR(m∞), 任意の {zi}1≤i≤r+s ⊂ M∞，そして Br(x∞) ⊂
BR(m∞)となる任意の r > 0に対して

lim
j→∞

∫

Br(xj)

〈

Tj,

r
⊗

i=1

∇rzi,j ⊗
r+s
⊗

i=r+1

drzi,j

〉

dvol =

∫

Br(x∞)

〈

T∞,

r
⊗

i=1

∇rzi ⊗
r+s
⊗

i=r+1

drzi

〉

dυ

が成り立つ．ここに，xj → x∞, zi,j → zi(j → ∞)で，rzは zからの距離関数である.

(S) Ti が T∞ に BR(m∞)上 Lp 強収束するとは次が成り立つときを言う：Ti が T∞ に
BR(m∞)上 Lp弱収束し，かつ lim supi→∞ ||Ti||Lp(BR(mi)) ≤ ||T∞||Lp(BR(m∞))が成り
立つ.

上で，p 6= 1,∞としているのはクラークソンの不等式 [3]と関係がある．このように
定義すると期待されるべき性質が成り立つ．例えば次が言える：

1. この定義は空間を止めたとき，すなわち (Mi,mi, vol/volB1(mi)) ≡ (M∞,m∞, υ)の
ときは通常のものと一致する．

2. Lp有界列は Lp弱収束部分列を持つ．

3. Lp弱収束列において，その Lpノルムは下半連続である．
この概念を用いた応用を以下に述べる．チーガーの仕事 [1]によって，BR(m∞)上のソ

ボレフ空間H1,p(BR(m∞))がwell-definedであることが知られている．次のレーリッヒ型
のコンパクト性定理が応用の一つである：
定理 1.2. [10] 各 i < ∞に対して fi ∈ H1,p(BR(mi))を一つ取って，supi<∞ ||fi||H1,p

< ∞
と仮定する．このとき，f∞ ∈ H1,p(BR(m∞))と部分列 {i(j)}jがあって次が成り立つ：

1. fi(j)は f∞にBR(m∞)上 Lp強収束する．

2. ∇fi(j)は∇f∞にBR(m∞)上 Lp弱収束する．
このレーリッヒ型のコンパクト性定理を用いると，[5]で予想された深谷予想（グロモ

フ・ハウスドルフ収束に伴う，ラプラシアンの固有値の連続性に関する予想で，チーガー・
コールディングによって [2]で解かれた）の簡単な別証を与えることができる．また，上
記定理は pラプラシアンの連続性への応用も持つが，それは最後に述べる．
一方 [8]で，M∞にはある弱い意味で二階微分可能構造が入り，その二階微分可能構造

に関してリーマン計量は微分可能で，特にレヴィ・チビタ接続が一意的に存在することが
わかっている．従ってその上の二階微分可能関数や，そのヘッシアンといったことを考え
ることができる（[9]もご参考にしていただければ幸いです）．
この二階微分可能構造に関して次の応用がある．それはヘッシアンの L2弱収束性で

ある：
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定理 1.3. [10] 各 i ≤ ∞に対して fi ∈ L2(BR(mi))を取り，次を仮定する：任意の i < ∞
に対して fi ∈ C2(BR(mi))であり, supi<∞(||fi||H1,2(BR(mi)) + ||∆fi||L2(BR(mi))) < ∞か
つ， fi は f∞ に BR(m∞)上で L2 弱収束している. このとき，n,K,Rにのみ依存する
p1 := p1(n,K,R) > 1があって，任意の r < Rに対して以下が成り立つ:

1. fiは f∞にBR(m∞)上 L2強収束する.

2. f∞ ∈ H1,2p1(Br(m∞))．

3. fiと∇fiはそれぞれ f∞と∇f∞にBr(m∞)上 L2p1強収束する.

4. |∇f∞|2 ∈ H1,p1(Br(m∞)).

5. ∇|∇fi|2は∇|∇f∞|2にBr(m∞)上 Lp1弱収束する.

6. ∆fiは∆υf∞に BR(m∞)上 L2弱収束する．ここに∆υ は（BR(m∞)上のディリク
レ）ラプラシアンである．

7. f∞はBR(m∞)上で二階微分可能である.

8. HessfiはHessf∞にBr(m∞)上 L2弱収束する.

これを用いると次のボホナー型不等式が得られる：

定理 1.4. [10] {fi}i≤∞を定理 1.3と同じものとし，さらに次を仮定する：任意の r < R

に対して∆fiは∆υf∞にBr(m∞)上 L2強収束する．このとき，

−1

2

∫

BR(m∞)

〈dφ∞, d|df∞|2〉dυ ≥
∫

BR(m∞)

φ∞|Hessf∞ |2dυ

+

∫

BR(m∞)

(

−φ∞(∆υf∞)2 +∆υf∞〈dφ∞, df∞〉
)

dυ

+K(n− 1)

∫

BR(m∞)

φ∞|df∞|2dυ

が BR(m∞)上定義されたコンパクトサポートを持つ任意の非負値リプシッツ関数 φ∞に
対して成り立つ.

このボホナー型不等式の重要な点はヘッシアンの項が生きていることと，‘何らかの意
味でRicM∞

≥ K(n− 1)’となっている（すなわちリッチ曲率の下限はグロモフ・ハウスド
ルフ位相で保たれる）ことを意味している点である．ちなみに，ヘッシアンの項をラプラ
シアンに置き換えた弱い形での主張はこれまで知られていた．上のような f∞の例は非常
に多く，例えば BR(m∞)上のディリクレ問題の固有関数がそうなる．特に L2(BR(m∞))

内の稠密な部分空間上で上記不等式が成り立つ．また，これらを用いるとM∞上の（ディ
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リクレ）ラプラシアンの，二階微分可能構造を用いた座標表示が非崩壊極限の場合に可能
となる（が，そのことについてはここではこれ以上触れない）．
次に，典型的なテンソル場であるMiのリーマン計量 gMi

がグロモフ・ハウスドルフ
収束に伴ってどのような振る舞いをしているのかを述べる：

定理 1.5. [10] 任意の R̂ > 0と任意の 1 < p̂ < ∞に対して，gMi
は gM∞

にBR̂(m∞)上Lp̂

弱収束する．さらに次の三条件は同値である：

1. 任意の R̂ > 0と，任意の 1 < p̂ < ∞に対して，gMi
は gM∞

にBR̂(m∞)上Lp̂強収束
する．

2. ある R̂ > 0と，ある 1 < p̂ < ∞に対して，gMi
は gM∞

にBR̂(m∞)上Lp̂弱収束する．

3. M∞は非崩壊極限である．

この定理はグロモフ・ハウスドルフ収束と，リーマン計量の収束の間の新しい関係を
与えている点で重要である．この定理の系として，最近コールディング・ネイバーによっ
て [4]で定義された多様体の極限空間の次元と呼ばれる量のグロモフ・ハウスドルフ位相
に関する下半連続性が得られる．特にM∞の任意の接錐X（ある点での接空間と呼ぶべ
きもの）について，その次元について

dimX ≤ dimM∞

という関係が成り立つことが得られる．この不等式で等号が成り立たない例がチーガー・
コールディングによって知られているので，この不等式はシャープである．
最後に，pラプラシアンへの応用を述べて本稿を終えたい．d > 0に対して，M(n, d,K)

で，直径が d以下，リッチ曲率がK(n− 1)以上の n次元コンパクトリーマン多様体とそ
の上の自然な確率測度の組 (M, vol/volM)全体とする．また，M(n, d,K)でそのグロモ
フ・ハウスドルフコンパクト化とする．今，1 < p < ∞と (X, υ) ∈ M(n, d,K)に対して，
もしXが一点でなければ

λ1,p(X) := inf

{

||∇f ||p
Lp(X)

||f ||p
Lp(X)

; f ∈ H1,p(X), f 6≡ 0,

∫

X

|f |p−2fdν = 0

}

> 0

と置き，もしXが一点のときはλ1,p(X) := ∞と置く．次は良く知られている：もし (X, υ) ∈
M(n, d,K)ならば，λ1,p(X)は pラプラシアンの正の第一固有値と一致する．

定理 1.6. [10] λ1,∗ : (1,∞)×M(n, d,K) → (0,∞]は連続である．

この主張を p = 2で切った主張はすでに知られている [5]．これと，コンパクト空間上
の連続関数は最大値，最小値を持つ，という事実を合わせると次が得られる：
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系 1.7. 任意の 1 < p1 ≤ p2 < ∞, 任意の n ∈ N，任意の K ∈ Rに対して，正の実数
Ci := Ci(p1, p2, n,K)(i = 1, 2)が存在して，以下が成り立つ：

(diamM)2RicM ≥ (n− 1)K

を満たす任意の n次元コンパクトリーマン多様体M と，任意の p1 ≤ p ≤ p2に対して，

0 < C1 ≤ λ1,p(M)(diamM)p ≤ C2 < ∞

が成り立つ．
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Type-changing PDE and singularities of Monge characteristic systems

渋谷 一博 (広島大学大学院理学研究科)

本講演の内容は野田尚廣氏 (名古屋大学/OCAMI)との共同研究に基づく.

Cartan, Goursat, Lieらの時代より微分方程式の幾何学的研究 (変数変換に関する微分方程式の
分類,解の存在非存在,解の構成法など)が行われてきている. その後,それらの研究は微分式系,階
別リー環の理論などを用いて定式化された. 正則と呼ばれる微分方程式のクラスには対応する微
分式系が必ず存在して,その微分式系が持つ性質に講演者は興味を持っている. 今回は特に 2独立
変数 1未知関数 2階の単独型偏微分方程式の中で type-changing方程式と呼ばれる微分方程式に対
して得られた結果を報告する.

2独立変数 1未知関数 2階の単独型偏微分方程式は双曲型、放物型、楕円型に分類されるが type-

changing方程式とは局所的に放物型のまわりに双曲型、楕円型が混在する方程式である. type-

changing方程式は曲面論等の研究の際にも表れる重要なクラスの微分方程式である. 以前に野田
尚廣氏との共同研究 [NS]において、ある種の正則性を仮定したクラスの type-changing方程式に
対して 2独立変数 1未知関数 2階の過剰決定系の理論を用いた分類問題を扱った. それに対し、同
様の正則性を仮定したクラスの type-changing方程式に対するMonge特性系 (単独型偏微分方程
式の理論の中で重要な不変量)の振る舞いを研究し、そのMonge特性系の退化現象を明らかにし
た.そして、その退化現象と以前の過剰決定系の理論を用いた研究の退化現象が完全に対応するこ
とを明らかにすることに成功した ([主定理 3]).

1 微分式系、Jet spaceと2独立変数1未知関数2階単独型偏微分方程式
多様体Rとその接束 TRの部分束Dの組を微分式系と呼び (R,D)と表すこととする.

例 1 J2(R2,R)を 2-jet spaceとする.すなわち, 8次元多様体

J2(R2,R) = {(x, y, z, p, q, r, s, t)}

とその接空間の部分束 (canonical differential system) C2 = {̟0 = ̟1 = ̟2 = 0} ⊂ T (J2(R2,R))

の組を考える.ここで

̟0 = dz − pdx− qdy , ̟1 = dp− rdx− sdy , ̟2 = dq − sdx− tdy.

この (J2(R2,R), C2)は 8次元多様体上の階数 5の微分式系である.

次に上記の例 1の 2-jet spaceを用いて微分方程式と微分式系の対応を与える. 2独立変数 1未知
関数 2階単独型偏微分方程式

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0 (1)

を考える. ここで

z = z(x, y) , p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
.

また (1)が正則であるとは “(Fr, Fs, Ft) 6= (0, 0, 0)” を満たすこととする (以降は正則な微分方程
式のみを考える). 偏微分方程式 F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0に対し, Σ := {F = 0} ⊂ J2(R2,R)と
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し, C2 の Σへの制限 D = {ι∗̟0 = ι∗̟1 = ι∗̟2 = 0} ⊂ TΣを考える (ι : Σ → J2(R2,R) :

inclusion). この (Σ, D)を偏微分方程式 (1)に対応する微分式系と呼ぶ. このとき偏微分方程式
F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0の解は微分式系 (Σ, D)の 2次元積分多様体として捉えられる.

注意 一般に Σ = {F = 0}は jet spaceの中の部分多様体になるとは限らない. また Σが多様体で
あってもC2のΣへの制限Dは部分束になるとは限らない. しかし,正則条件の下ではΣ = {F = 0}
は余次元 1の部分多様体であり, C2の Σへの制限Dは rank 4の部分束になり, Σから J1(R2,R)

への射影は submersionになる.

2 Type-changing方程式
Type-changing方程式は 2独立変数 1未知関数 2階単独型偏微分方程式 (1)の中の特別な方程式

である. 偏微分方程式 (1)は判別式
∆ := FrFt −

1

4
F 2
s

が正, 0, 負かにより楕円型,放物型,双曲型に分類される. 型の分類は対応する微分式系を用いると
次のように記述されることが知られている:

定理 1(Cartan) 正則な微分方程式 (1)に対し対応する微分式系を (Σ, D)とする.

1. w ∈ Σで双曲型 (すなわち ∆(w) < 0) ⇐⇒ 次を満たす w ∈ Σの周りの局所 coframe

{θ0, θ1, θ2, η1, η2, π1, π2} が存在する: D = {θ0 = θ1 = θ2 = 0} かつ

dθ0 ≡ 0 , dθ1 ≡ η1 ∧ π1 , dθ2 ≡ η2 ∧ π2, mod θ0, θ1, θ2.

2. w ∈ Σで放物型 (すなわち ∆(w) = 0) ⇐⇒ 次を満たす w ∈ Σの周りの局所 coframe

{θ0, θ1, θ2, η1, η2, π1, π2} が存在する: D = {θ0 = θ1 = θ2 = 0} かつ 点 wにおいて

dθ0 ≡ 0 , dθ1 ≡ η1 ∧ π1 , dθ2 ≡ η1 ∧ π2 + η2 ∧ π1, mod θ0, θ1, θ2.

3. w ∈ Σで楕円型 (すなわち ∆(w) > 0) ⇐⇒ 次を満たす w ∈ Σの周りの局所 coframe

{θ0, θ1, θ2, η1, η2, π1, π2} が存在する: D = {θ0 = θ1 = θ2 = 0} かつ

dθ0 ≡ 0 , dθ1 ≡ η1 ∧ π1 + η2 ∧ π2 , dθ2 ≡ η1 ∧ π2 − η2 ∧ π1, mod θ0, θ1, θ2.

上の定理を用いると放物型の方程式に対してMonge特性系 (rank 2の部分束)が次のように定
義される:

M := {θ0 = θ1 = θ2 = η1 = π1 = 0} ⊂ TΣ.

Monge特性系は微分式系 (Σ, D)の不変量である.

注意 放物型に対してはMonge特性系 M がひとつ定義されたが、双曲型に対してはMonge特性
系 M1,M2が二つ定義され、楕円型に対してはMonge特性系は定義されない.

さて、偏微分方程式 (1)に対し対応する微分式系を (Σ, D)とし次の放物点全体から成る部分集
合 Σpを考える:

Σp := {F = ∆ = 0} ⊂ Σ = {F = 0} ⊂ J2(R2,R)
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ここで∆ := FrFt − 1
4F

2
s . このとき定義からすぐに次のことが分かる:

Σp = ∅ ⇐⇒ 双曲 or 楕円
Σp = Σ ⇐⇒ 放物

これに対し type-changing方程式を次のように定義する.

定義 2独立変数 1未知関数 2階単独型正則偏微分方程式 (1) F = 0が type-changingであるとは
対応する Σpが真部分集合であることとする. (∅ ⊂ Σp ⊂ Σ)

一般にΣpはただの部分集合であるがΣp ⊂ Σ7が部分多様体であると仮定するとType-changing

は次の classに分けられる:

・dimΣp = 6のとき

1. Σpの両側が双曲

2. Σpの両側が楕円

3. Σpの片側が双曲でもう片方が楕円

・dimΣp ≤ 5のとき

1. Σpの周りは双曲

2. Σpの周りは楕円

注意 各クラスに例は存在する ([NS]).

本講演に於いては部分多様体論、微分式系の理論を用いるために自然な次を仮定したクラスを
考える.

仮定 2独立変数 1未知関数 2階単独型正則偏微分方程式 (1) F = 0に対応する

Σp := {F = ∆ = 0} ⊂ Σ7 := {F = 0}

が余次元 1の部分多様体となる.(正確にはより強く, (Fr, Fs, Ft), (∆r,∆s,∆t)が一次独立を仮定す
る.)

注意 上の仮定の下では Σpの片側が双曲でもう片方が楕円の dimΣp = 6の 3の caseになる.

例 2 F = r − 2st+ 2
3 t

3 = 0を考えると判別式は∆ = −2s+ t2であり対応する Σpは

Σp = {r = 2st− 2

3
t3, s =

t2

2
} = {r =

t3

3
, s =

t2

2
}

であるので仮定を満たす type-changing方程式である.

3 Type-changing方程式と過剰決定系
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例 2に出てきた Σp = {r = t3

3 , s = t2

2 }は “Cartanの過剰決定系”と呼ばれる有名な過剰決定系
偏微分方程式であり type-changing方程式と過剰決定系の理論の相性の良さが示唆されている. そ
こで一般の 2独立変数 1未知関数 2階過剰決定系の理論を簡単に復習する.

2独立変数 1未知関数 2階過剰決定系

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0 , G(x, y, z, p, q, r, s, t) = 0 (2)

を考える.また (2)は (Fr, Fs, Ft)と (Gr, Gs, Gt)が一次独立のとき正則という (以後は正則な方程
式のみを考える). 単独方程式の時と同様に 2-jet spaceを介して (2)に次のように微分式系 (R,E)

を対応させる:

R := {F = G = 0} ⊂ J2(R2,R) , E := C2|R.

このとき正則性の仮定より dimR = 6 , rank E = 3.

単独方程式は双曲、放物、楕円の 3つの typeに分けられたが過剰決定系は次の 4つの typeに分
けられる.

定理 2(Cartan, Noda-S-Yamaguchi)

過剰決定系R = {F = G = 0}の標準形は次の 4つに分類される:

(E = {θ0 = θ1 = θ2 = 0}, {θ0, θ1, θ2, ω1, ω2, π} : coframe)

(0)-type 



dθ0 ≡ ω1 ∧ θ1 + ω2 ∧ θ2 mod θ0

dθ1 ≡ ω1 ∧ ω2 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ ω2 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

(i)-type 



dθ0 ≡ ω1 ∧ θ1 + ω2 ∧ θ2 mod θ0

dθ1 ≡ 0 mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ ω2 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

(ii)-type 



dθ0 ≡ ω1 ∧ θ1 + ω2 ∧ θ2 mod θ0

dθ1 ≡ ω2 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ ω1 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

(iii)-type 



dθ0 ≡ ω1 ∧ θ1 + ω2 ∧ θ2 mod θ0

dθ1 ≡ ω1 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

dθ2 ≡ ω2 ∧ π mod θ0, θ1, θ2

4 主定理
仮定を満たす type-changing方程式に対して F = ∆ = 0を考えるとそれは正則過剰決定系とな

る. このとき (Σp = {F = ∆ = 0}, Dp := C2|Σp
)を対応する微分式系とすると

主定理 1 (Σp, Dp)は (iii)-typeにはならない.

さらに次の判定法が得られる:
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主定理 2 仮定を満たす type-changing方程式が

r = f(x, y, z, p, q, s, t)

と表されているとき,

(ii)-type ⇐⇒ fs∆s + 2∆t 6= 0.

(0)-type ⇐⇒ fs∆s + 2∆t = 0 , 2 df
dy
∆s − fs

d∆
dy

+ 2d∆
dx

6= 0.

(i)-type ⇐⇒ fs∆s + 2∆t = 0 , 2 df
dy
∆s − fs

d∆
dy

+ 2d∆
dx

= 0.

注意 主定理 2の仮定 “r = f(x, y, z, p, q, s, t)と表されている”は本質的ではない. すなわち type-

changing方程式 F = 0は接触変換と陰関数定理により理論的にはいつでも r = f(x, y, z, p, q, s, t)

の形に表すことが出来る.

次に type-changing方程式のMonge特性系を定義する:

F = 0を仮定を満たす type-changing方程式とする (単独方程式として (Σ, D)が対応). このとき
Σp は放物点の集合なので各点ごとの放物型のMonge特性系の引き戻しを考えて、それを type-

changing方程式のMonge特性系を定義する. すなわち

Mp := {ι∗θ0 = ι∗θ1 = ι∗θ2 = ι∗η1 = ι∗π1 = 0} ⊂ TΣp

ここで ι : Σp → Σは inclusion.

一般にMpは部分束になるとは限らない. 実際に genericには dimMp = 1(定義 1-formの独立
性が保たれる)だが退化して dimMp = 2になることがある (dimMp ≥ 3になることはない). そ
して、その退化の様子は次のように過剰決定系としての分類と対応する:

主定理 3 仮定を満たす type-changing方程式のMonge特性系と過剰決定系としての構造の対応は
次で与えられる:

dimMp = 1 ⇐⇒ (ii)-type or (0)-type

dimMp = 2 ⇐⇒ (i)-type
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( PD)

1

, .

1.1 ([M]). X . ,

H∗(X), HL
∗ (X), HIC

∗ (X)

, .

, H∗(X) X , HL
∗ (X) X

, HIC
∗ (X) X

. 3 4 ,

. 5 , (cosheaf)

.

2

1.1 .

2.1 ([M]). X (weakly locally Lip-

schitz contractible, WLLC) , .

x ∈ X V ⊂ X x ∈ V ,

U ⊂ X x ∈ U ⊂ V , U V U →֒ V

U → {∗} ⊂ V .

,

h : U × [0, 1] → V

201



y ∈ V , z ∈ U ,

h(z, 0) = z, h(z, 1) = y

.

2.2. ( LLC)

1997 [Y] , X LLC

, H∗(X) ∼= HL
∗ (X) . ,

( SLLC)

[MY] . ,

SLLC ⇒ LLC ⇒ WLLC

. 2009 [RS] , Riedweg Schäppi

“a metric space admits locally strong Lipschitz con-

tractions” , ( ) HL
∗ → HIC

∗

. , “if X admits locally strong Lipschitz

contractions, then H∗(X) ∼= HL
∗ (X) ∼= HIC

∗ (X) naturally”

. ,

X admits locally strong Lipschitz contractions ⇒ X is WLLC

. , 1.1 , Riedweg-Schäppi

. 1.1 ,

(cosheaf) .

.

2.3. (1)∼(6) , (7), (8)

:

(1) ,

(2) ,

(3) CAT (=“ ” ),

(4) ( , ),

(5) (=“ ”

) ([MY]),
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(6) (1)∼(5) ( ) ( ),

(7) ,

(8) .

3 ( )

( ) . k ≥ 0 ,

△k = [e0, . . . , ek] k . △k

, . , X ,

Lip(△k, X) ⊂ C(△k, X)

. , C(Z,W ) Z W ,

Lip(Z,W ) Z W .

,

SL
k (X) = ZLip(△k, X), Sk(X) = ZC(△k, X)

. σ : △k → X , bσ

bσ =
k∑

j=0

(−1)jσ|[e0,...,êj ,...,ek]

, b ◦ b = 0 . Z

. , c ∈ Sk(X) , bc ∈ Sk−1(X) , c ∈ SL
k (X) ,

bc ∈ SL
k−1(X) . , c ∈ S0(X) , bc = 0 .

, (SL
∗ (X), b) (S∗(X), b) .

H∗(X) := H∗(S∗(X)), HL
∗ (X) := H∗(S

L
∗ (X))

, , .

1.1 , X WLLC , SL
∗ (X) →֒ S∗(X)

HL
∗ (X) → H∗(X)

.
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4

, ,

, 1950 De Rham

. Ambrosio Kirchheim , 2000 [AK] ,

(currents in metric spaces)

. “ ”

. , [AK]

.

4.1

X k ≥ 0 .

Lip(X) := Lip(X,R), Lipb(X) := {f ∈ Lip(X) | f is bounded}

. X “k ”

Dk(X) = Lipb(X)× Lip(X)× · · · × Lip(X)︸ ︷︷ ︸
k

. , “ ”

d : Dk(X) → Dk+1(X)

, (f, π1, . . . , πk) ∈ Dk(X) ,

d(f, π1, . . . , πk) := (1, f, π1, . . . , πk) (4.1)

. , 1 X 1 .

4.1 ([AK]). T : Dk(X) → R X k

, .

( ) f ∈ Lipb(X) . i ∈ {1, . . . , k} , πj
i ∈

Lip(X) πi j → ∞ X , supi,j Lip(π
j
i ) <

∞ ,

T (f, π1, . . . , πk) = lim
j→∞

T (f, πj
1, . . . , π

j
k)

. , Lip(g) g .
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( ) (f, π1, . . . , πk) ∈ Dk(X) , i ∈ {1, . . . , k}
, πi {f 6= 0} ,

T (f, π1, . . . , πk) = 0

.

( ) X 1 µ ,

|T (f, π1, . . . , πk)| ≤
k∏

i=1

Lip(πi)

∫

X

|f | dµ (4.2)

(f, π1, . . . , πk) ∈ Dk(X) .

(4.2) , ‖T‖ ,

T mass measure . ‖T‖ . X k

Mk(X) . T mass measure

.

, .

4.2 ([AK]). θ ∈ L1(Rk) , [[θ]] : Dk(Rk) → R

[[θ]](f, π1, . . . , πk) :=

∫

Rk

θf det(∂πi/∂xj) dx

[[θ]] ∈ Mk(R
k) .

, T “ ”

. , A ⊂ X ,

k T ∈ Mk(X) A

T ⌊A : Dk(X) → R

T ⌊A(f, π1, . . . , πk) := T (χAf, π1, . . . , πk)

. , χA A . , T ⌊A ∈
Mk(X) .

ϕ : X → Y , T ∈ Mk(X)

ϕ ϕ#T : Dk(Y ) → R

ϕ#T (f, π1, . . . , πk) := T (f ◦ ϕ, π1 ◦ ϕ, . . . , πk ◦ ϕ)
, ϕ#T ∈ Mk(Y ) .

1 , µ , ǫ > 0 , µ(X −K) < ǫ
K ⊂ X .
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4.2

4.3 ([AK]). k ≥ 1 , T : Dk(X) → R

∂T : Dk−1(X) → R

∂T = T ◦ d

. , d : Dk−1(X) → Dk(X) , (4.1)

. , T : D0(X) → R , ∂T = 0 .

, ∂T , ∂ .

, T ,

∂∂T = 0 (4.3)

.

4.4 ([AK]). T ∈ Mk(X) ∂T

, T . k

Nk(X) .

(4.3) , (N∗(X), ∂) .

k Nc
k(X) ,

(Nc
∗(X), ∂) (N∗(X), ∂) .

X S countably Hk-rectifiable ,

Bj ⊂ Rk ϕj : Bj → X ,

Hk
X(X −

∞⋃

j=1

ϕj(Bj)) = 0

. , Hk
X k .

4.5 ([AK]). k ≥ 1 . T ∈ Mk(X) rectifiable

, .

• ‖T‖ Hk
X . , A ⊂ X

Hk
X(A) = 0 , ‖T‖(A) = 0 .
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• countably Hk-rectifiable S ⊂ X ,

‖T‖(X − S) = 0

.

, rectifiable T ∈ Mk(X) integer rectifiable ,

• U ⊂ X ϕ : X → Rk ,

θ ∈ L1(Rk,Z) ,

ϕ#(T ⌊U) = [[θ]]

.

.

0 T ∈ M0(X) integer rectifiable ,

θj ∈ Z xj ∈ X , f : X → R

,

T (f) =
∑

j

θjf(xj)

.

4.6 ([AK]). T ∈ Mk(X) (integral

current) , integer rectifiable . k

Ik(X) .

4.7 ([AK]). (integer) rectifiable

(integer) rectifiable .

4.7 , (I∗(X), ∂) (N∗(X), ∂) .

k Ick(X) :

Ic∗(X) = Nc
∗(X) ∩ I∗(X).

, (Ic∗(X), ∂) .

HIC
∗ (X) := H∗(I

c
∗(X))

. 1.1 .

, Reidweg-Schäppi .
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4.8 ([RS]). c ∈ SL
k (X)

c =
∑

σ

aσσ ( )

( ) , [c] : Dk(X) → R

[c](f, π1, . . . , πk) :=
∑

σ

aσ

∫

△k

f ◦ σ det(∂(πi ◦ σ)/∂xj) dx

, [c] ∈ Ick(X) . ,

∂[c] = [bc] (4.4)

.

(4.4) ,

[·] : SL
∗ (X) → Ic∗(X)

.

1.1 , X WLLC , [·] : SL
∗ (X) → Ic∗(X)

[·]∗ : HL
∗ (X) → HIC

∗ (X)

.

5 — —

, 1.1

. Bredon ([B])

.

X , O(X) X ,

. , U, V ∈ O(X) , U ⊂ V

, U → V , ,

. C ,

. , A : O(X) → C X

C (precosheaf) . U → V

A(U → V ) : A(U) → A(V ) , iV,U .
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A (cosheaf) , {Oα} ,

⊕

α,β

A(Oα ∩Oβ)
Φ1−→

⊕

α

A(Oα)
Φ0−→ A(O) → 0

. , O =
⋃

α Oα ,

Φ0 =
∑

α

iO,Oα
, Φ1 =

∑

α,β

iOβ ,Oα∩Oβ
− iOα,Oα∩Oβ

.

5.1 ([B]). X , O(X) ∋ U 7→ S∗(U) ∈ C

. , .

sd : S∗(U) → S∗(U) ,

S∗(U) := lim−→(S∗(U)
sd−→ S∗(U)

sd−→ S∗(U)
sd−→ · · · )

. , U 7→ S∗(U) . sd

id : S∗(U) → S∗(U) , canonical

H∗(S∗(X)) ∼= H∗(X)

.

, X , {SL
∗ (U)

sd−→ SL
∗ (U)

sd−→ · · · }
S

L
∗ (U) , U 7→ S∗(U) ,

H∗(S
L
∗ (X)) ∼= HL

∗ (X) . , c ∈ SL
∗ (X) , [c] = [sd(c)]

, [·] : SL
∗ → Ic∗ .

[M] ,

.

5.2 ([M]). X , A A
′ X

. , .

(a) m ≤ −2 X U ⊂ X , Am(U) = A
′
m(U) =

0;

(b) m ≥ 0 , X Am, A
′
m

2 ;

2 X A , U ∈ O(X) , iX,U

.
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(c) [·] : A → A
′ , . U ⊂ X

, [·] : A−1(U) → A
′
−1(U) [·] : A0(U) → A

′
0(U)

;

(d) X U , {Aj(U)}j≥−1 ,

{A′
k(U)}k≥0 , , 3

.

, [·]

[·]∗ : Hm(A∗(X)) → Hm(A
′
∗(X))

. , C , H∗(C) {Ck}k≥0

.

[M] , X , Ic∗
X , Ic∗ 5.2 A

′
∗

. 5.2 5.1 , 1.1

.
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3 X H , x ∈ X V ⊂ X x ∈ V
, U ⊂ X , x ∈ U ⊂ V H(U) → H(V )
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一次元量子ウォークの諸相
東北大学大学院理学研究科

楯　辰哉∗

1 序
タイトルの「量子ウォーク」とは, 通常のランダムウォークの非可換類似物として定義される, ある

Hilbert 空間上のユニタリ作用素のことである. もともと量子物理学において Aharonov-Davidovich-

Zagury [3] が「量子ランダムウォーク」という言葉を初めて用いたのだが, その後「量子ウォーク」と呼
ばれるようになり, 定着したようである. 文献 [3]においては, 後述するような完全に離散化された定義は
なされていないが, その後コンピュータ・サイエンスにおいて主に Aharonov-Ambainis-Kempe-Vazirani

[1], Ambainis-Bach-Nayak-Vishwanath-Watrous [2], Nayak-Vishwanath [7] らによって, 離散化された
形で再発見された. 当時コンピュータ・サイエンスのある分野において, Grover [6] らにより「量子空間
検索アルゴリズム」が話題になっていたようであるが, Ambainis-Kempe-Rivosh [4] により Grover の
検索アルゴリズムが二次元の量子ウォークを用いて改良されるなど, 主に量子アルゴリズム論において
応用されていて, 現在では量子物理, コンピュータ・サイエンス, 確率論などの広範にわたる分野におい
て研究されている. 国内においても, 2000 年代初頭から今野紀雄先生やその共同研究者らにより活発に
研究が行われている. 量子ウォークの歴史的な背景, そして以前から知られていた性質については文献
[8], [10], [11] などを参照されたい.

筆者が量子ウォークに初めて出会ったのは今から 2 年半ほど前のある研究会 ([15] 参照) での砂田利
一教授の講演においてであった. 砂田教授が講演中に以下と同じグラフ†をスライドで表示されていたが,

それを見て興味を持った, というのが筆者が研究を始めた動機であり, 特に何かに応用しようというよう
な意図があったわけではない. しかし研究が進むにつれ, 量子ウォークの推移確率がある意味で固有関
数, 特にエルミート関数の漸近挙動と似た側面を持つことが分かり, ますます興味を持つようになった.

これについては講演中に説明する.

図 1: 量子ウォークの推移確率 (左) とその極限分布 (右)

本稿では, 一次元の斉次な量子ウォークについて解説しつつ筆者が得た結果を紹介するが, もちろん,

高次元の量子ウォークや一般のグラフ上の量子ウォークも考察されている. これらのうちで特に筆者が
興味を持っている話題の幾つかについて, 最後にコメントする.

∗E-mail: tate@math.tohoku.ac.jp
†明治大学の町田拓也氏の作成したグラフである.
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2 定義と性質
ここでは一次元の量子ウォークの定義を述べる. 冒頭でも述べた通り, 量子ウォークは Hilbert 空間上
のユニタリ作用素として定義されるが, 考える Hilbert 空間は Z 上の C2 に値をとる ℓ2 関数全体の空間
ℓ2(Z, C2) である. ここには内積

〈 f, g 〉 =
∑

x∈Z

〈 f(x), g(x) 〉C2 , f, g ∈ ℓ
2(Z, C2)

が定まっているとする. ただし上記において 〈 ·, · 〉C2 は C2 の標準的な Hermite 内積である. また, C2

の標準的なノルムを以下では ‖ · ‖C2 と書くことにする. ℓ2(Z, C2) には座標をずらすというシフト作用
素 τ が

(τf)(x) = f(x − 1) (f ∈ ℓ
2(Z, C2), x ∈ Z)

で定義される. τ はユニタリ作用素であることに注意しておく. 2 次特殊ユニタリ行列 A ∈ SU(2) を取
り, それを

A =

(

a b

−b a

)

, a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1 (2.1)

と表示しておく. 実際には A は単にユニタリ行列で良いのだが, スカラー倍は後の議論に影響しないた
め, 記述を簡単にするために特殊ユニタリ行列と仮定してある. ここで A を次のように分解する. ‡

A = P + Q, P =

(

a 0

−b 0

)

, Q =

(

0 b

0 a

)

.

この分解を用いて, ℓ2(Z, C2) 上の有界作用素 U(A) を次で定義する. §

U(A) = Pτ + Qτ
−1

.

ただし一般に, 2 次正方行列 X ∈ M2(C) は自然に ℓ2(Z, C2) 上の有界作用素に拡張されるが, これも
X と書いている. A がユニタリ行列であることから, U(A) がユニタリ作用素であることが容易に分か
る. この作用素 U(A) が一次元量子ウォーク (の推移作用素) である. U(A) の定義式において ℓ2(Z, C2)

を ℓ2(Z) に, P , Q を p + q = 1 を満たす正の数 p, q にそれぞれ置き換えれば, 通常の Z 上のランダム
ウォークの推移作用素が得られる. しかし, 通常のランダムウォークの推移作用素と U(A) との重要な違
いは, U(A) がユニタリ作用素であること, そして P と Q が非可換であること, である. 通常のランダ
ムウォークにおいては, 原点から出発して点 x ∈ Z へ n ステップで到達する確率 (推移確率) の長時間
挙動 (n → ∞ としたとき挙動) が, その主な研究対象であった. 量子ウォーク U(A) に対しても次のよ
うにして定義される推移確率 pn(A,ϕ; x) の長時間挙動がその中心的な問題である. まず, 任意の y ∈ Z,

ϕ ∈ C2 に対して δy ⊗ ϕ ∈ ℓ2(Z, C2) を

(δy ⊗ ϕ)(x) =







ϕ (x = y のとき),

0 (x 6= y のとき),

‡列で分解するのではなく, 行で分解する場合もあるが, ここでは列で分解した. なお両者は本質的に同等な推移確率を定義
する.

§[14] においては U(A) = Pτ−1 + Qτ と定義されているが, ここでの定義は文献 [18], [19] に合わせてある. そのため以下
の定理の記述において [14] とは符号が異なる部分がある.
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と定義する. このとき

pn(A,ϕ; x) := ‖U(A)n(δ0 ⊗ ϕ)(x)‖2
C2 (x ∈ Z, ϕ ∈ C2

, ‖ϕ‖C2 = 1)

と定義し, pn(A,ϕ; x) を (0 から出発する初期スピン状態が ϕ の量子が n ステップ後に位置 x に発見さ
れる) 推移確率と呼ぶ. 実際, U(A) がユニタリ作用素であること, そして ϕ が単位ベクトルであること
から

∑

x∈Z pn(A,ϕ; x) = 1 が成り立つことが容易に分かる. つまり Z 上の (n ∈ Z で係数づけられた)

確率分布の族 {pn(A,ϕ; x)}x∈Z が定義されたことになる. 以後, 推移確率 pn(A,ϕ; x) の漸近挙動を問題
にするのだが, 始めに, つぎのような R 上の確率測度の弱収束について考える:

dµ
A,ϕ
n :=

∑

x∈Z

pn(A,ϕ;x)δx/n. (2.2)

式 (2.2) での δx/n は x/n ∈ R に重み 1 を持つ Dirac 測度である. 通常のランダムウォークについて同
様の確率測度を定義すると, それは n → ∞ のときに平均での Dirac 測度に弱収束する. これは有名な
「大数の法則」である. 量子ウォークの場合に確率測度 dµ

A,ϕ
n の弱極限についての定理を紹介する前に,

二つの特殊な場合について具体的に計算しておく. 以下では ϕ ∈ C2 を ϕ = (ϕ1, ϕ2) と表示した.

例: 行列 A の表示式 (2.1) において b = 0 のとき. A は対角行列であるが, |a| = 1 に注意する.

また PQ = QP = 0 となる. よって U(A)n = Pnτn + Qnτ−n となる. 従って U(A)n(δ0 ⊗ ϕ) =

δn ⊗ Pnϕ + δ−n ⊗ Qnϕ となる. Pn, Qn の具体的な表示により, 推移確率は次のように計算される.

pn(A,ϕ; x) =















|ϕ1|2 (x = n のとき),

|ϕ2|2 (x = −n のとき),

0 (x 6= ±n のとき).

従って特に確率測度 dµ
A,ϕ
n の弱極限について

w-lim
n→∞

dµ
A,ϕ
n = |ϕ1|2δ1 + |ϕ2|2δ−1

が成り立つ. �

例: 式 (2.1) において a = 0 の場合を考える. このとき |b| = 1 であり,

P
2 = Q

2 = 0, PQ =

(

0 0

0 −1

)

, QP =

(

−1 0

0 0

)

となる. よって U(A)2 = −I となる. これから特に

p2m(A,ϕ; x) =







1 (x = 0 のとき),

0 (x 6= 0 のとき),
p2m+1(A,ϕ; x) =















|ϕ1|2 (x = 1 のとき),

|ϕ2|2 (x = −1 のとき),

0 (x 6= ±1 のとき),

となる. 従って
w-lim
n→∞

dµ
A,ϕ
n = δ0

となる. �

一般の A ∈ SU(2) に対する dµ
A,ϕ
n の弱極限は次の定理により明らかにされた.
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定理 2.1 (Konno [9]) 式 (2.1) において行列 A の成分 a, b について ab 6= 0 と仮定する. ϕ =

(ϕ1, ϕ2) ∈ C2 を単位ベクトルとする. このとき確率測度の弱収束の意味で次が成り立つ.

w-lim
n→∞

dµ
A,ϕ
n = χ(−s,s)

r(1 + λ(A,ϕ)ξ)

π(1 − ξ2)
√

s2 − ξ2
dξ. (2.3)

ただし上式において s = |a|, r = |b| であり, χ(−s,s) は開区間 (−s, s) の定義関数, そして λ(A,ϕ) は

λ(A,ϕ) = |ϕ2|2 − |ϕ1|2 +
2

s2
Re (abϕ1ϕ2).

と定義される定数である. �

特に量子ウォークの推移確率は, 一般に大数の法則を満たさず, 従って独立同分布の確率変数の和として
は書くことが出来ない. また, 上記の定理から確率分布 pn(A,ϕ; x) の分散は O(n2) であることが分か
る. 通常のランダムウォークの推移確率の分散は O(n) であり, それが理由で √

n によるスケーリング
で中心極限定理が成り立つのだが, 量子ウォークの場合それとは大きく異なっている. また, 定理 2.1 の
式 (2.3) の右辺の確率測度の密度関数は, ξ = ±s において発散している. 直線 ξ = ±s を以下では「壁」
と呼ぶことにする. 0 < s < 1 であるから, 「壁」は量子ウォークが到達できる限界のライン ξ = ±1 よ
り手前にあることに注意しておく.

3 局所漸近公式
前節で,量子ウォークの弱極限定理を紹介したが,そこには「壁」が現れた. この「壁」は,量子ウォーク
の推移確率 pn(A,ϕ; x) 自身の長時間挙動を調べる上でさらに重要となる. 以下では推移確率 pn(A,ϕ; x)

自身の n → ∞ のときの漸近挙動を紹介する.

定理 3.1 (Sunada-T [14]) 整数列 y = yn ∈ Z と実数 ξ ∈ (−s, s) が次を満たすと仮定する.

ξn := yn/n = ξ + O(1/n) (n → ∞). (3.4)

このとき次が成り立つ.

pn(A,ϕ; yn) =
(1 + (−1)n+yn)r

πn(1 − ξ2)
√

s2 − ξ2
[1 − λ(A,ϕ)ξ + OSCn(ξn) + O(1/n)]

ただし OSCn(ξ) は, |ξ| < s 上のある滑らかな関数 A(ξ), B(ξ), θ(ξ) を用いて

OSCn(ξ) = A(ξ) cos(nθ(ξ)) + B(ξ) sin(nθ(ξ))

と書かれる関数である. �

上記の定理 3.1 の仮定 (3.4) を見れば分かる通り, 定理 3.1 の局所漸近公式は「壁」の内側での推移確率
pn(A, ϕ;x) の長時間挙動を記述していて, そこでは振動を伴い O(1/n) で減衰する挙動が見られる. 次
に「壁」の周辺における局所漸近公式を述べる.
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定理 3.2 (Sunada-T [14]) 整数列 {yn} が次を満たすと仮定する.

yn = ±ns + dn, dn = O(n1/3).

このとき次が成り立つ.

pn(A,ϕ; yn) = (1 + (−1)n+yn)α2
n
−2/3

∣

∣

∣
Ai (∓αn

−1/3
dn)
∣

∣

∣

2
(1 ∓ sλ(A, ϕ)) + O(1/n).

ただし α = (2/r
2
s)1/3 であり, Ai (x) は Airy 関数である.

定理 3.2 は yn/n が誤差 O(n−2/3) で ±s に収束するような点列 yn での漸近公式であり「壁」の周
辺で推移確率が Airy 関数で近似されるということを言い表している.

「壁」の外側における推移確率の挙動は以下の定理で記述される.

定理 3.3 (Sunada-T [14]) s < |ξ| < 1 を満たす実数 ξ をとる. 整数列 {yn} が ξ に対して式 (3.4) を
満たすと仮定する. このとき次が成り立つ.

pn(A,ϕ; yn) =
r(1 + (−1)n+yn)

πn(1 − ξ2)
√

ξ2 − s2
e
−nH(ξn) (G(ξ) + O(1/n)) .

ただし ξn = yn/n であり G(ξ) は s < |ξ| < 1 上の非負値の滑らかな関数, そして関数 H(ξ) は

H(ξ) = 2|ξ| log
(

r|ξ| +
√

ξ2 − s2
)

− 2 log
(

r +
√

ξ2 − s2
)

+ (1 − |ξ|) log(1 − ξ
2) − 2|ξ| log s

で定義される, s < |ξ| < 1 上の正値凸関数である.

定理 3.3 の漸近公式は ξ ∈ R が |ξ| > s を満たしているため「壁」の外側での推移確率 pn(A,ϕ; x) の挙
動を表している. つまり「壁」の外側では推移確率は指数減衰している. なお, 見かけ上初期状態 ϕ へ
の依存性が無いように見えるが, 関数 G(ξ) が初期状態 ϕ に依存している. この「壁」の外側での漸近
挙動は次の大偏差型の極限定理を導くことに注意しておく.

系 3.4 ξ ∈ R が s < |ξ| < 1 を満たし, かつ整数列 {yn} が条件 (3.4) を満たすと仮定する. 十分大きな
任意の n に対して pn(A,ϕ; yn) 6= 0 ならば次が成り立つ.

lim
n→∞

1

n
log pn(A,ϕ; xn) = −H(ξ).

4 無限二面体群とハミルトン作用素
今までは, 主に量子ウォークの推移確率に対する局所漸近公式について得られた結果を解説してきた.

ここでは, 量子ウォーク U(A) そのものについて考察する. 先に述べた通り U(A) はユニタリ作用素で
ある. 一般に量子系においては系の時間発展はユニタリ作用素で記述されるため, これは自然なことで
あるが, U(A) の定義には「ハミルトン作用素」が現れない. つまり, ハミルトン作用素を考えず, いわ
ば「見かけ上の量子系」を定義しているのである. ここでは U(A) のハミルトン作用素を具体的に記述
する. 以後, A の成分 (式 (2.1) 参照) について ab 6= 0 を仮定し,

s = |a|, r = |b|, α =
a

|a| , β =
b

|b| (4.5)
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とおく. また, 関数 φs(θ) を
φs(θ) = arccos(s cos θ)

と定義する. 任意の x ∈ Z に対して, 2 つの積分 I(x), J(x) を次で定義する.

I(x) =
1

2π

∫ 2π

0
e
−ixθ sin θ

φs(θ)

sin φs(θ)
dθ, J(x) =

1

2π

∫ 2π

0
e
−ixθ φs(θ)

sin φs(θ)
dθ.

さらに関数 D : Z → M2(C) を次で定義する.

D(x) =

(

sαxI(x) −irαx+1βJ(x + 1)

irαx−1β−1J(x − 1) −sαxI(x)

)

(x ∈ Z).

そして ℓ2(Z, C2) 上の作用素 D を次で定義する.

D =
∑

y∈Z

D(y)τy
. (4.6)

作用素 D は有界自己共役作用素であることが容易に分かる.

定理 4.1 (T [19]) U(A) = eiD が成り立つ.

つまり, 式 (4.6) で定義した有界自己共役作用素 D が量子ウォーク U(A) のハミルトン作用素である
が, D の定義からは, これが何故 U(A) のハミルトン作用素となっているのか, にわかには分からない.

そこで作用素 D の導出方法を説明する. フーリエ変換 F : L2(S1, C2) → ℓ2(Z, C2) を

(Fk)(x) =

∫

S1

z
−x

k(z)
dz

2πiz
(x ∈ Z)

と定義すると, F : L2(S1, C2) → ℓ2(Z, C2) はユニタリ同型である. F により U(A) は次の作用素に変換
される.

T := F−1
U(A)F , (T k)(z) = T (z)k(z), T (z) =

(

az bz−1

−bz az−1

)

(z ∈ S
1).

S1 上の行列値関数 T (z) は U(A) の定義において τ を z に置き換えたものである. 従って

T (z) = e
iL(z) (z ∈ S

1) (4.7)

を満たす行列値関数 L(z) を求めればハミルトン作用素の形が特定できる. T (z) は z ∈ S1 のとき特殊
ユニタリ行列だから, あるユニタリ行列 R(z) により対角化できる:

T (z) = R(z)K(z)R(z)∗, K(z) =

(

λ(z) 0

0 λ(z)−1

)

.

ここで λ(z) = eiφ(z) (φ(z) ∈ R) と表示すると, K(z) = eiLo(z), Lo(z) =

(

φ(z) 0

0 −φ(z)

)

となるから,

L(z) = R(z)Lo(z)R(z)∗ とおけば (4.7) を満たす行列値関数 L(z) が求まる. しかしここでは, 無限二
面体群の表現を用いて T (z) の n 乗を有効に計算する方法を紹介する. (T (z)n を求めれば n について
n = 0 で形式的に微分すれば式 (4.7) を満たす L が求められる.)
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無限二面体群 Γ とは Γ = Z ⋊ Z2 で定義される群である. ただしここで Z2 = {±1} は自然に (かけ算
で) Z に作用するものとする. Γ の生成元 a, b として特に a = (1, 1), b = (0,−1) を取ることが出来る.

a, b の満たす関係式は次の通りである.

ab = ba
−1

, b
2 = 1.

ここで二つの行列

Vζ =

(

ζ 0

0 ζ

)

, Wη =

(

0 η

−η 0

)

(ζ, η ∈ S
1)

を考える. これら二つの行列 Vζ , Wη は共に特殊ユニタリ行列で,

U(A) = sU(Vα) + rU(Wβ), T (z) = sVαz + rWβz−1 (z ∈ S
1) (4.8)

が成り立つことに注意しておく. ただし α, β ∈ S1 は式 (4.5) で定義されているものである. 二つの行列
Vζ , Wη は次の関係式を満たす.

VζWη = WηV
−1
ζ , W

2
η = −I. (4.9)

つまり,

ρ(a) = Vζ , ρ(b) = −iWη

とおくと, 無限二面体群の表現 ρ : Γ → U(2) が得られる. そこで一般に ρ : Γ → U(H) を (ある Hilbert

空間 H への) ユニタリ表現とする. ただし U(H) は Hilbert 空間 H 上のユニタリ作用素全体のなす群
である. そして V = ρ(a), W = iρ(b) とおくと, 式 (4.9) において Vζ , Wη を V , W にそれぞれ置き換
えた式が成り立つ. 式 (4.8) の第一式において U(Vα), U(Wβ) をそれぞれ V , W に置き換えた式で U

を定義する. つまり
U = sV + rW

とおくと s2 + r2 = 1 と先の V , W の関係式により U はユニタリ作用素となる. 従って U の n 乗を計
算すれば良い.

補題 4.2 (T [18]) n を正の整数とすると次が成り立つ.

U
n = Tn(x) + (iy + w)Un−1(x) = Tn(x) + Un−1(x)(iy + w).

ただし作用素 x, y, w はそれぞれ, x = s
2(V + V ∗), y = s

2i
(V − V ∗), w = rW で定義され, Tn(x),

Un−1(x) はそれぞれ n 次第 1 種 Chebyshev 多項式, n − 1 次第 2 種 Chebyshev 多項式である. �

この表示を式 (4.8) の第二式に対して適用して

T (z)n =

(

pn(αz) qn(αz)

−qn(αz) pn(αz)

)

(z ∈ S
1),

pn(z) = Tn(s(z + z
−1)/2) +

s

2
(z − z

−1)Un−1(s(z + z
−1)/2), qn(z) = rαβz

−1
Un−1(s(z + z

−1)/2)

が得られ, Chebyshev 多項式の性質を用いて計算すれば

T (eiθ) = e
iL(θ)

, L(θ) =
φs(θ)

sin φs(θ)

(

s sin(θ + µ) −irβe−iθ

irβ−1eiθ −s sin(θ + µ)

)

, α = e
iµ

が成り立つことが分かり, L(θ) により定まる作用素をフーリエ逆変換すればハミルトン作用素 D が得
られる. なお, 式 (4.8) に関連して, ρGW(a) = U(Vα), ρGW(b) = U(Wβ) とおくと, 無限二面体群 Γ の
ユニタリ表現 (ℓ2(Z, C2), ρGW) が (量子ウォークを経由して) 得られるがこれについては次が成り立つ.
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定理 4.3 (T [19]) 量子ウォークから定義される無限二面体群 Γ の表現 (ℓ2(Z, C2), ρGW) は Γ の正則
表現 (ℓ2(Γ), R) とユニタリ同値である. �

つまり一次元量子ウォークとは, 無限二面体群 Γ の群環 C[Γ] のある特殊なユニタリ元であることが
分かった. なお補題 4.2 は先の Konno 極限定理 (定理 2.1) の初等的な証明 ([18]) にも利用されること
に注意しておく. またここでは対角化ではなく二面体群の性質を利用した T (z)n の計算法を紹介した.

残念ながらこれが本質的に効く定理を筆者は得ていないが効果的な計算法と考えている. 次節に応用さ
れ得る問題について述べてある.

講演では, ハミルトン作用素 (4.6) と, いわゆる「連続時間量子ウォーク」との関連, そして弱極限の
補間についての定理を紹介する予定である.

5 終わりに
最後に, 特に今後考察されるべきであると筆者が考える研究課題を列挙して本稿を終えることにする.

• 半古典極限: 一次元量子ウォークにおいても半古典極限については数値解析的な結果・予想はあるものの
([13]) 一般的な考察は十分とは言えない. 量子ウォークには「スピン状態」に対応したパラメータ (C2 の
部分) が含まれている. このスピン状態の次数をあげ, その極限をとる操作をここでは半古典極限と呼ぶ.

実際, 2N 次元の SU(2) 既約表現 VN は超平面直線束 L → CP 1 = S2 を用いて VN = H0(CP 1, L2N−1)

と書くことが出来る. 従って極限 N → ∞ を半古典極限と呼ぶことは自然である. ここでは具体的な定
式化を述べることはしないが, 本文中の無限二面体群の関係式を用いた作用素の n 乗の計算はここでも
有効にはたらくことは確認済みである. しかし初期条件が N に依存するため, より精密な議論が必要と
なり, まだまとまった結果は得られていない.

• 二次元量子ウォーク: 一般に高次元の量子ウォークはほとんど手つかずの状態である. 二次元の量子
ウォークで特に Grover ウォークと呼ばれるものについては, その弱収束定理が [20] で得られているも
のの, その体系的な考察はなされていない. 一次元量子ウォークにおいては無限二面体群が現れたが, 二
次元で Grover ウォークを含むあるクラスの量子ウォークを Z2 ⋊ K (K はクラインの 4 元群) をもと
に構成することが可能であり, このクラスの量子ウォークについては先の離散群の関係式を用いた議論
が有効であろうと推測される. しかし計算はかなり煩雑になり, 現時点ではまだ結果は得られていない.

今後の大きな課題である.

• 結晶格子上の量子ウォーク: 砂田利一教授 ([16]) により, 一般の結晶格子 (有限グラフ上のアーベル被
覆グラフ) に対して量子ウォークが定式化され, その漸近挙動が調べられている. これによると, 例えば
二次元の量子ウォークで, ある行列値関数の固有値が十分に良い振る舞いをする場合, 過渡的 (transient)

になるという結果が得られており, 通常のランダムウォークとの著しい違いが発見されている. 砂田教授
による漸近公式においては, n についての減衰度, そして振動しているという事実は見て取れるものの,

その係数の具体的表示, ないしは幾何学的な翻訳はなされておらず, 従って弱収束先にあたるものを特定
するのは, 難しい状況である. この砂田教授の漸近公式における係数の幾何学的な翻訳は, 今後の課題で
あり, 高次元の量子ウォークへの一つのアプローチとなるだろうと考えている.

• 量子ウォークの類似物: Szegedy [17] により, Grover のアルゴリズムに類似した二部グラフ上のユニ
タリ作用素が構成されている. これは表現論的には無限二面体群の表現を二部グラフの構造により構成
したということが出来るが, その作用素論的な性質, 特に長時間挙動は調べられていない. また, いわゆ
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る open quantum random walk と呼ばれる概念があり [5], [12] により調べられている. open quantum

random walk は, その構成は量子ウォークと似た部分があるものの, 量子ウォークと異なり一般にユニ
タリ作用素でもなければ一般に自己共役作用素でもない. その挙動も通常のランダムウォークのように,

大数の法則や中心極限定理があるクラスの open quantum random walk に対して証明されるなど, 拡散
的に振る舞うようである. しかしやはり一般論の展開はなされていない. これら二つは共に今後の発展
が望まれる話題である.

• 仮想的な「ポテンシャル壁」: 先の局所漸近公式を解説した際, 弱極限分布が発散する垂直な線を「壁」
と呼んだ. 量子力学における固有状態の漸近挙動との対応からみると, この壁が「仮想的なポテンシャ
ル」によって形成されるものであると考えれば上記の局所漸近公式における一見奇妙な挙動が自然に思
えてくる. しかし, 量子ウォークの定義にはポテンシャルの情報はいっさい入っていない. ハミルトン作
用素の連続極限などの操作を試しているが, 現在のところ, そのようなポテンシャルの情報は得られてい
ない. 筆者はこの問題に対して, 定義通りそもそもポテンシャルの情報などはなく, これは力学系的に形
成されるものであろうと考えている. しかしもしそうなら, どのような力学的な性質がポテンシャル壁と
そっくりな「壁」を作り出すのか, そのメカニズムは分かっていない.
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